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Αλγεβρικοί αλγόριθµοι και εφαρµογές στη γεωµετρία

Περίληψη

Πραγµατικοί αλγεβρικοί αριθµοί είναι οι πραγµατικοί αριθµοί που προκύπτουν ως ϱίζες πολυωνύµων

σε µία µεταβλητή, µε ακέραιους συντελεστές. Στόχος της παρούσας διατριβής είναι η ανάπτυξη, ανάλυση

και αποτελεσµατική υλοποίηση αλγορίθµων ακριβείας (exact algorithms), που ϐασίζονται σε αριθµητική

ακεραίων απεριόριστης ακρίβειας και αφορούν υπολογισµούς µε πραγµατικούς αλγεβρικούς αριθµούς,

καθώς και εφαρµογές αυτών σε προβλήµατα και αλγορίθµους της µη γραµµικής υπολογιστικής γεωµε-

τρίας.

Προκειµένου να κατασκευαστούν οι πραγµατικοί αλγεβρικοί αριθµοί πρέπει να επιλυθεί, στους πραγ-

µατικούς, ένα πολυώνυµο µε ακέραιους συντελεστές.

Ενοποιούµε και απλοποιούµε την ϑεωρία που αφορά τους αλγορίθµους επίλυσης, οι οποίοι ϐασίζον-

ται στην υποδιαίρεση, και ϐελτιώνουµε την πολυπλοκότητα του αλγορίθµου που ϐασίζεται στα συνεχή

κλάσµατα. Επιτυγχάνεται, µε νέο τρόπο, το καλύτερο γνωστό ϕράγµα πολυπλοκότητας. Επιπρόσθετα,

αποδεικνύεται ότι το ϕράγµα αυτό ισχύει και για πολυώνυµα µε τετράγωνα, ενώ µε την ίδια πολυπλοκότη-

τα υπολογίζουµε και την πολλαπλότητα των ϱιζών. Αποδεικνύουµε ένα νέο ϕράγµα για την αναµενόµενη

πολυπλοκότητα της µεθόδου των συνεχών κλασµάτων. Οι αλγόριθµοι επίλυσης γενικεύονται και σε πο-

λυωνυµικά συστήµατα δύο µεταβλητών. Τα πειραµατικά µας αποτελέσµατα επιβεβαιώνουν την ταχύτητα

των µεθόδων.

Οι αλγόριθµοι για τους πραγµατικούς αλγεβρικούς αριθµούς αφορούν την κατασκευή, την σύγκριση

και τον υπολογισµό του προσήµου ενός πολυωνύµου πάνω σε έναν και δύο πραγµατικούς αλγεβρικούς

αριθµούς, καθώς και το πρόβληµα της απαλοιφής ποσοδεικτών. Αν ο ϐαθµός του πολυωνύµου είναι µικρός

(µέχρι 4 για µία µεταβλητή, µέχρι 2 για δύο µεταβλητές), προτείνουµε αλγορίθµους ειδικού σκοπού οι

οποίοι έχουν σταθερή αριθµητική πολυπλοκότητα. Για όλους τους παραπάνω αλγορίθµους παρουσιάζεται

υλοποίηση σε C++ και πειραµατική µελέτη.

Στην υπολογιστική γεωµετρία µελετούνται τα κατηγορήµατα που απαιτούνται στους αλγορίθµους υπο-

λογισµού της διάταξης ελλειπτικών τόξων στο επίπεδο και στον υπολογισµό του διαγράµµατος Voronoi

ελλείψεων. Τέλος, δοθέντος ενός κυρτού πολυγώνου µε ακέραιες κορυφές εξετάζουµε αλγορίθµους που

µας επιτρέπουν να το διασπάσουµε σε δύο άλλα κυρτά πολύγωνα τέτοια ώστε το άθροισµά τους κατά

Minkowski να ισούται µε το αρχικό πολύγωνο.

ΘΕΜΑΤΙΚΗ ΠΕΡΙΟΧΗ: Αλγεβρικοί αλγόριθµοι, Υπολογιστική γεωµετρία

ΛΕΞΕΙΣ ΚΛΕΙ∆ΙΑ : πραγµατικοί αλγεβρικοί αριθµοί, πραγµατική επίλυση,

επιλύουσα, διατάξεις, διάγραµµα Voronoi
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Abstract

Real algebraic numbers are the real numbers that are real roots of univariate polynomials with

integer coefficients. We study exact algorithms, from a theoretical and an implementation point of

view, based on integer arithmetic of arbitrary precision, for computations with real algebraic numbers

and applications of these algorithms on problems and algorithms in non linear computational geometry.

In order to construct a real algebraic number we must compute the real roots of a univariate

polynomial with integer coefficients.

We unify and simplify the theory behind the subdivision based algorithms for real root isolation and

we improve the complexity of the algorithm that is based on the continued fraction expansion of the real

numbers. The best known complexity bound up today is achieved using new techniques. Moreover, we

prove that the bound holds for non square-free polynomials and that in the same complexity bound we

can compute the multiplicities of the real roots. We prove a new bound for the expected complexity of

the algorithm based on continued fractions. We generalize the real root isolation algorithms to bivariate

polynomial systems. Our experimental analysis proves the effectiveness of our methods.

The algorithms that we consider for computations with real algebraic numbers are construction,

comparison, sign evaluation and quantifier elimination. If the degree of the polynomial is small, i.e.� 4 in the univariate case and � 2 in the bivariate case, we propose special purpose algorithms that

have constant arithmetic complexity. For all the algorithms we present a C++ implementation and an

experimental analysis.

In computational geometry we study the predicates needed by the algorithms for the arrangement

of elliptic arcs in the plane and the computation of the Voronoi diagram of ellipses, also in the plane.

Finally, given a convex lattice polygon we study algorithms for decomposing it to two other convex

lattice polygons, such that their Minkowski sum is the original polygon.

SUBJECT AREA: Algebraic algorithms, Computational geometry

KEYWORDS: real algebraic numbers, real solving

resultant, arrangements, Voronoi diagram
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κεφαλαιο 1

Εισαγωγή

Αν ϑες να µάθεις για τη διαδροµή,

ϱώτησε αυτούς που επιστρέφουν.

Κινέζικο γνωµικό

Π
ϱαγµατικοί αλγεβρικοί αριθµοί είναι οι πραγµατικοί αριθµοί που προκύπτουν ως ϱί-

Ϲες πολυωνύµων σε µία µεταβλητή, µε ακέραιους συντελεστές. Σκοπός της παρούσας

διατριβής είναι η ανάπτυξη, ανάλυση και αποτελεσµατική υλοποίηση αλγορίθµων που

ϐασίζονται σε αριθµητική ακριβείας1 και αφορούν την επίλυση στους πραγµατικούς πολυωνυ-

µικών εξισώσεων, υπολογισµούς µε πραγµατικούς αλγεβρικούς αριθµούς καθώς και εφαρµογές

αυτών σε προβλήµατα και αλγορίθµους της µη γραµµικής υπολογιστικής γεωµετρίας.

Ας ϑεωρήσουµε το παρακάτω τµήµα ενός προγράµµατος σε C++ το οποίο ορίζει δύο ακεραίους

και τους συγκρίνει :

int a = 3;

int b = 5;

i f ( a > b ) { execute algorithm A; }

i f ( a < b ) { execute algorithm B; }

i f ( a == b ) { execute algorithm C; }

Στόχος µας είναι να µελετήσουµε αλγορίθµους που να µας επιτρέπουν να γράψουµε αντίστοι-

χα προγράµµατα όπου οι µεταβλητές είναι, αντί για ακέραιοι, πραγµατικοί αλγεβρικοί αριθµοί

και να µελετήσουµε την πολυπλοκότητα των αλγορίθµων αυτών. Για παράδειγµα, ϑα ϑέλαµε να

έχουµε τη δυνατότητα να γράφουµε προγράµµατα όπως :

1Σε όλη τη διατριβή, η λέξη ακριβής χρησιµοποιείται για την απόδοση του αγγλικού όρου exact. ’Οταν ανα-

ϕερόµαστε σε ακριβείς αλγορίθµους (exact algorithms) ή σε αριθµητική ακριβείας (exact arithmetic) ή σε ακριβείς

υπολογισµούς (exact computations) ϑα εννοούµε αλγορίθµους ή υπολογισµούς που ϐασίζονται σε αριθµητική ακε-

ϱαίων ή ϱητών αριθµών απεριόριστης ακρίβειας.
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root_of a = solve ( "x^3�2" ) [ 2 ] ;

root_of b = solve ( "x^5�3" ) [ 2 ] ;

i f ( a > b ) { execute algorithm A; }

i f ( a < b ) { execute algorithm B; }

i f ( a == b ) { execute algorithm C; }

Ο τύπος root_of είναι ο τύπος για τους πραγµατικούς αλγεβρικούς αριθµούς και έχει αν-

τικαταστήσει τον τύπο για τους ακεραίους (int) του προηγούµενου προγράµµατος. Αντίστοιχη

λειτουργικότητα µε την αρχικοποίηση των ακεραίων έχει η συνάρτηση solve. Η συνάρτηση

δέχεται ως είσοδο ένα πολυώνυµο και επιστρέφει µια λίστα (ή διάνυσµα) από πραγµατικούς αλ-

γεβρικούς αριθµούς που είναι ϱίζες του πολυωνύµου. Στο προηγούµενο πρόγραµµα επιλέξαµε

(και στις δύο περιπτώσεις) τη δεύτερη µικρότερη ϱίζα του αντίστοιχου πολυωνύµου. Οι τρεις τε-

λευταίες γραµµές των προγραµµάτων είναι ακριβώς οι ίδιες. Και στις δύο περιπτώσεις, ανάλογα

µε τη διάταξη των αριθµών, εκτελείται κάποιος αλγόριθµος.

Ο ορισµός (ή αρχικοποίηση ή κατασκευή) πραγµατικών αλγεβρικών αριθµών, που αντιστοιχεί

στην επιλύση στους πραγµατικούς ενός πολυωνύµου σε µία µεταβλητή µε ακέραιους συντελε-

στές (ακέραιο πολυώνυµο) και η σύγκρισή τους είναι από τους πιο σηµαντικούς υπολογισµούς,

όπως επίσης και ο υπολογισµός του προσήµου ενός πολυωνύµου όταν αποτιµηθεί πάνω σε έναν

αλγεβρικό αριθµό, η επίλυση συστηµάτων πολυωνυµικών ανισώσεων σε µία µεταβλητή και οι

αριθµητικές πράξεις µε ϱητούς και έναν πραγµατικό αλγεβρικό αριθµό. Επίσης, οι πραγµα-

τικοί αλγεβρικοί αριθµοί µπορούν να κατασκευαστούν και κατά Ϲεύγη, όταν επιλύουµε στους

πραγµατικούς ένα πολυωνυµικό σύστηµα σε δύο µεταβλητές. ΄Ετσι προκύπτει η ανάγκη για

υπολογισµούς όπου εµπλέκονται δύο πραγµατικοί αλγεβρικοί αριθµοί.

Μια σηµαντική παρατήρηση αφορά την πολυπλοκότητα των υπολογισµών. Οι πραγµατικοί

αλγεβρικοί αριθµοί προκύπτουν ως ϱίζες ακέραιων πολυωνύµων, συνεπώς η πολυπλοκότητα των

υπολογισµών εξαρτάται από κάποιο µέτρο της πολυπλοκότητας της αναπαράστασης των πολυω-

νύµων· το ϐαθµό τους και το µήκος της αναπαράστασης των συντελεστών τους.

Σε ποιούς αλγορίθµους εµφανίζονται οι πραγµατικοί αλγεβρικοί αριθµοί ; Εµφανίζονται όταν

υπάρχουν µη γραµµικοί υπολογισµοί, πολυωνυµικής µορφής, όπως για παράδειγµα στη γεω-

µετρική σχεδίαση και µοντελοποίηση, στη ϱοµποτική, στην απαλοιφή ποσοδεικτών σε λογική

πρώτης τάξης στο χώρο των πραγµατικών αριθµών, στην (πραγµατική) επίλυση πολυωνυµικών

συστηµάτων, καθώς αυτή ανάγεται στην επίλυση ενός πολυωνύµου σε µία µεταβλητή, σε ανα-

δροµικές ακολουθίες πολυωνυµικών υπολογισµών (cascaded computations). Στη µη γραµµική

υπολογιστική γεωµετρία, όπου ασχολούµαστε µε πολυωνυµικές (αλγεβρικές) καµπύλες και επι-

ϕάνειες, οι υπολογισµοί µε πραγµατικούς αλγεβρικούς αριθµούς έχουν κεντρικό ϱόλο. Πρέπει να

τονίσουµε ότι οι µη γραµµικότητες δεν προκύπτουν µόνο από µη γραµµικά (γεωµετρικά) αντικεί-

µενα όπως οι αλγεβρικές καµπύλες και επιφάνειες· µπορούν να προκύψουν και από γραµµικά

αντικείµενα, όπως οι ευθείες και τα ευθύγραµµα τµήµατα. Παραδείγµατα τέτοιων προβληµάτων

είναι ο υπολογισµός του διαγράµµατος Voronoi ευθυγράµµων τµηµάτων στο επίπεδο ή ευθειών

στο χώρο. Ενθαρρύνουµε τον ενδιαφερόµενο αναγνώστη να ανατρέξει στην προσκεκληµένη οµι-

λία2 του 22ου Ευρωπαϊκού Συνεδρίου Υπολογιστικής Γεωµετρίας, που αναφέρεται στη στενή

2www-sop.inria.fr/geometrica/team/Monique.Teillaud/talks/EWCG.pdf
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σχέση της σύγχρονης υπολογιστικής γεωµετρίας, κυρίως µη γραµµικής, και της γεωµετρικής

σχεδίασης µε την επίλυση πολυωνύµων και πολυωνυµικών συστηµάτων και υπολογισµών µε

πραγµατικούς αλγεβρικούς αριθµούς. Επιπρόσθετα, όλοι οι παραπάνω υπολογισµοί πρέπει να

πραγµατοποιούνται µε ακρίβεια προκειµένου αφενός µεν να αναγνωρίζουµε και να χειριζόµα-

στε εκφυλισµένες καταστάσεις (degeneracies), όπως για παράδειγµα την ισότητα πραγµατικών

αλγεβρικών αριθµών, την ύπαρξη πολλαπλών ϱιζών, την εφαπτοµενική τοµή καµπυλών και επι-

ϕανειών, αφετέρου δε να πιστοποιείται ότι υπολογίζουµε το σωστό αποτέλεσµα.

Οι πραγµατικοί αλγεβρικοί αριθµοί µας επιτρέπουν να κάνουµε περισσότερους υπολογισµούς

από ό,τι αν δουλεύαµε µόνο µε τους ϱητούς ή διαφορετικά µας επιτρέπουν να περιγράψουµε πε-

ϱισσότερα προβλήµατα. Η σύνδεση των πραγµατικών αλγεβρικών αριθµών µε τη γεωµετρία έχει

τις ϱίζες της πολύ ϐαθιά στο χρόνο. Η µεγάλη µαθηµατική και ϕιλοσοφική σχολή (αν ο δια-

χωρισµός µεταξύ µαθηµατικών και ϕιλοσοφίας υφίσταται) του Πυθαγόρα του Σάµιου (περίπου

560–480 πΧ) πίστευε ότι, οι ολόκληροι αριθµοί (ακέραιοι) και οι λόγοι τους (ϱητοί) µπορούσαν

να περιγράψουν οποιαδήποτε γεωµετρική κατασκευή και άρα δεν υπήρχε ανάγκη για άλλους

αριθµούς. Ο πυρήνας της ϕιλοσοφικής τους σκέψης ήταν η ϑεώρηση ότι οι ολόκληροι αριθµοί

κυβερνούν τον κόσµο. Η µεγαλύτερη ανακάλυψη της σχολής ήταν, ίσως το πιο γνωστό µαθη-

µατικό ϑεώρηµα, το πυθαγόρειο ϑεώρηµα. Αυτή ακριβώς η ανακάλυψη οδήγησε στη διάλυση

της σχολής. Ο αριθµός που διέλυσε τον πυρήνα της πυθαγόρειας ϕιλοσοφικής σκέψης ήταν οp2, ο οποίος ονοµάζεται σταθερά του Πυθαγόρα και µπορεί να κατασκευαστεί (γεωµετρικά) ως η

υποτείνουσα ενός ισοσκελούς ορθογωνίου τριγώνου µε κάθετες πλευρές µήκους 1. Ο Πυθαγόρας

απέδειξε ότι ο
p2 δεν µπορεί να γραφτεί ως λόγος δύο ολόκληρων (ακεραίων) αριθµών. Συνε-

πώς, απέδειξε ότι υπάρχουν και άλλοι αριθµοί εκτός από τους ϱητούς, γεγονός που ερχόταν σε

ευθεία σύγκρουση µε τη ϕιλοσοφική ϑεώρηση που πρέσβευε. Η απόδειξη αυτή, εκτός από τον

Πυθαγόρα, είναι στενά συνδεδεµένη και µε έναν άλλο ϕιλόσοφο που συµµετείχε στη σχολή του,

τον ΄Ιππασο τον Μεταπόντιο, ο οποίος γεννήθηκε, µάλλον, γύρω στο 500 πΧ στη Μεγάλη Ελλάδα.

Κατά µία εκδοχή ήταν ο ΄Ιππασος που ϐρήκε την απόδειξη για τον
p2 κατά τη διάρκεια ενός ϑα-

λάσσιου ταξιδιού και τον σκότωσαν ϕανατικοί πυθαγόριοι πετώντας τον στη ϑάλασσα. Κατά µια

άλλη εκδοχή ο ΄Ιππασος διέδωσε την ύπαρξη του
p2 εκτός του πυθαγόρειου κοινοβίου, γεγονός

το οποίο οδήγησε στη ϑανάτωσή του, καθώς οι πυθαγόριοι έδιναν όρκο σιωπής κατά την είσοδό

τους στη σχολή. Σε κάθε περίπτωση, ο ΄Ιππασος πλήρωσε µε τη Ϲωή του την ύπαρξη και άλλων

αριθµών πέρα από τους ϱητούς.

Σήµερα, τους αριθµούς που δεν µπορούν να γραφτούν ως ϱητοί, δηλαδή ως κλάσµα δύο

ακεραίων, τους ονοµάζουµε άρρητους (irrational). Υπενθυµίζουµε ότι η ακολουθία των δεκαδι-

κών ψηφίων των άρρητων αριθµών δεν τερµατίζει και δεν γίνεται περιοδική. ∆εν είναι εύκολο να

αποδείξουµε ότι κάποιος αριθµός είναι άρρητος. Για παράδειγµα είναι ακόµα ανοιχτό πρόβλη-

µα το αν ο αριθµός �p2 είναι άρρητος. Η παρούσα διατριβή δεν ασχολείται µε τους άρρητους

αριθµούς, αλλά µε ένα υποσύνολό τους, τους πραγµατικούς αλγεβρικούς αριθµούς3. Ωστόσο,

προκειµένου να ϐοηθήσουµε τον Πυθαγόρα στο δίληµµά του αφενός ϑεωρούµε ότι το ϑεµελιακό

αριθµητικό αντικείµενο είναι οι ϱητοί αριθµοί και κάνουµε υπολογισµούς µόνο µε αυτούς, αφε-

τέρου συνδέουµε τους πραγµατικούς αλγεβρικούς αριθµούς µε γεωµετρικά προβλήµατα. Εφόσον

3Το σύνολο των πραγµατικών αλγεβρικών αριθµών είναι υποσύνολο του συνόλου των άρρητων αριθµών µόνο αν

του αφαιρέσουµε το σύνολο ϱητών. Ελπίζουµε ο αναγνώστης να συγχωρέσει αυτή την παράλειψη.
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ο
p2 είναι πραγµατικός αλγεβρικός αριθµός µπορούµε και αυτόν να τον χειριστούµε κάνοντας

υπολογισµούς µόνο µε ϱητούς. ΄Ισως, αν ο Πυθαγόρας ήταν γνώστης αυτών των µαθηµατικών, η

δολοφονία του ΄Ιππασου να είχε αποτραπεί.

Ποιό είναι το σύνολο των πραγµατικών αλγεβρικών αριθµών ; Θα συµβολίζουµε µε N το

σύνολο των ϕυσικών αριθµών, µε Z το σύνολο των ακεραίων, µε Q το σύνολο των ϱητών, µε R το

σύνολο των πραγµατικών και µε C το σύνολο των µιγαδικών αριθµών. Μπορούµε να διατάξουµε

τα σύνολα αυτά, ως εξής : N � Z� Q � Ralg � R � C
Στην προηγούµενη σχέση έχουµε εισάγει ένα ακόµα σύνολο, το Ralg , το οποίο είναι το σύνολο

των πραγµατικών αλγεβρικών αριθµών. Παρατηρούµε ότι δεν είναι όλοι οι πραγµατικοί αριθµοί

στοιχεία του Ralg , καθώς δεν µπορούν όλοι οι πραγµατικοί να εκφραστούν ως ϱίζα κάποιου πο-

λυωνύµου µε ακέραιους συντελεστές. Για παράδειγµα ένας τέτοιος αριθµός είναι ο �. Αυτοί οι

αριθµοί ονοµάζονται υπερβατικοί. Τέτοιοι αριθµοί δεν ϑα µας απασχολήσουν στην παρούσα δια-

τριβή. Στόχος είναι η ανάλυση και υλοποίηση υπολογισµών µε στοιχεία του Ralg και εφαρµογές

των υπολογισµών στην υπολογιστική γεωµετρία.

Αντί περιεχοµένων

Αλγεβρικοί αλγόριθµοι ονοµάζονται οι αλγόριθµοι για αλγεβρικά προβλήµατα. ΄Η διαφορετικά,

µε τον όρο αλγεβρικοί αλγόριθµοι αναφερόµαστε στην αλγοριθµική προσέγγιση της άλγεβρας

[5, 14, 38, 64, 66, 71, 112, 160, 187, 263, 275]. Οι εφαρµογές των αλγεβρικών αλγορίθµων

περιλαµβάνουν τη συµβολική επεξεργασία, την αυτοµατοποιηµένη απόδειξη ϑεωρηµάτων, την

κρυπτογραφία, τη ϱοµποτική, την υπολογιστική γεωµετρία, την υπολογιστική ϐιολογία, τη σχε-

δίαση µε υπολογιστή, τη γεωµετρική µοντελοποίηση και πολλές άλλες επιστηµονικές περιοχές.

Μερικά µόνο από τα προβλήµατα που απασχολούν την επιστηµονική περιοχή των αλγεβρικών αλ-

γορίθµων είναι η αριθµητική µε ακέραιους και ϱητούς απεριόριστης ακρίβειας, οι υπολογισµοί

σε χώρους πηλίκα (modulo ένα στοιχείο του χώρου), οι υπολογισµοί µε πίνακες, οι υπολογι-

σµοί µε πολυώνυµα µίας και πολλών µεταβλητών, η επίλυση πολυωνύµων και πολυωνυµικών

συστηµάτων στους πραγµατικούς ή/και στους µιγαδικούς, η παραγοντοποίηση ακεραίων και

πολυωνύµων, η απαλοιφή ποσοδεικτών σε λογική πρώτης τάξης στους πραγµατικούς αριθµούς·

και ϕυσικά αλγόριθµοι και δοµές δεδοµένων για την αποθήκευση και τον χειρισµό των ϐασικών

αντικειµένων, όπως τα πολυώνυµα, οι πίνακες, τα ιδεώδη και οι πραγµατικοί αλγεβρικοί αριθµοί.

Τα σηµαντικότερα ανοιχτά προβλήµατα στην περιοχή των αλγεβρικών αλγορίθµων, που ϐα-

σίζονται στην αριθµητική ακριβείας, αφορούν στην κατανόηση της ϑεωρητικής και πρακτικής

πολυπλοκότητάς τους και τη σύγκρισή τους µε τους αλγορίθµους της αριθµητικής ανάλυσης.

Στόχος της περιοχής είναι να ‘ανταγωνιστεί’ τους αλγορίθµους που ϐασίζονται σε αριθµητική κι-

νητής υποδιαστολής και να συµβάλλει σε µια υβρική προσέγγιση που ϑα στηρίζεται και στις δύο

προσεγγίσεις (symbolic-numeric approach). Η παρούσα διδακτορική διατριβή εντάσσεται στο

παραπάνω πλαίσιο και το περιεχόµενο και η συνεισφορά της συνοψίζονται ως εξής :

Στο Κεφ. 2 παρουσιάζουµε το απαραίτητο αλγεβρικό υπόβαθρο για την κατανόηση της διατρι-

ϐής. Παρουσιάζουµε τις πολυπλοκότητες των ϐασικών υπολογισµών µε ακέραια πολυώνυµα µιας

µεταβλητής, την έννοια της επιλύουσας (resultant), τις πολυωνυµικές ακολουθίες υπολοίπων και
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διάφορους αλγορίθµους για τον υπολογισµό τους. Τέλος, αναφερόµαστε συνοπτικά στην αναπα-

ϱάσταση πολυωνύµων στη ϐάση Bernstein. Με την εξαίρεση της Πρότ. 2.36 τα αποτελέσµατα του

κεφαλαίου δεν είναι πρωτότυπα.

Στο Κεφ. 3 µελετάµε ϕράγµατα στις πραγµατικές ϱίζες πολυωνύµων και αλγορίθµους για

την αποµόνωση των πραγµατικών ϱιζών ακέραιων πολυωνύµων σε µία µεταβλητή. Τα πρωτότυπα

αποτελέσµατα αφορούν τη µελέτη της ποιότητας των ϕραγµάτων για τις ϑετικές πραγµατικές ϱίζες,

ένα ϑεώρηµα για τα σύνθετα ϕράγµατα διαχωρισµού, την ενοποίηση και απλοποίηση της ϑεωρίας

για τους αλγορίθµους επίλυσης πολυωνύµου, που ϐασίζονται στην υποδιαίρεση και τη ϐελτίωση

της πολυπλοκότητας κατά δύο παράγοντες του αλγορίθµου των συνεχών ϕραγµάτων. Επιπρό-

σθετα, αποδεικνύουµε ότι το ϕράγµα πολυπλοκότητας ισχύει και για πολυώνυµα µε τετράγωνα

και ότι µε την ίδια πολυπλοκότητα υπολογίζουµε και την πολλαπλότητα των ϱιζών.

Στο Κεφ. 4 µελετάµε αλγορίθµους για υπολογισµούς µε έναν και δύο πραγµατικούς αλ-

γεβρικούς αριθµούς. ΄Οσον αφορά στους υπολογισµούς µε έναν αλγεβρικό αριθµό, αν και οι

περισσότεροι αλγόριθµοι είναι γνωστοί, η πολυπλοκότητά τους δεν έχει µελετηθεί. Παρουσιά-

Ϲουµε σε ενιαίο πλαίσιο τους αλγορίθµους για υπολογισµούς µε έναν αλγεβρικό αριθµό και την

πολυπλκοκότητά τους. Σε κάθε περίπτωση ϐελτιώνουµε τα ϕράγµατα πολυπλοκότητας κατά δύο

ή τρεις παράγοντες. Στη συνέχεια παρουσιάζουµε τις πολυπλοκότητες για τον υπολογισµό πο-

λυωνυµικών ακολουθιών υπολοίπων, πολυωνύµων σε δύο µεταβλητές, δύο αλγόριθµους για την

πραγµατική επίλυση πολυωνυµικών συστηµάτων σε δύο µεταβλητές και αλγορίθµους για υπολο-

γισµούς µε δύο αλγεβρικούς αριθµούς. ΄Ολοι οι αλγόριθµοι είναι καινούργιοι και τα προκύπτοντα

ϕράγµατα ϐελτιώνουν σε κάθε περίπτωση τα ήδη γνωστά.

Στο Κεφ. 5 παρουσιάζουµε αλγορίθµους για την επίλυση πολυωνυµικών εξισώσεων ϐαθµού�4 και πολυωνυµικών συστηµάτων σε δύο µεταβλητές, όπου τα πολυώνυµα είναι ϐαθµού� 2 καθώς

επίσης και υπολογισµούς µε πραγµατικούς αλγεβρικούς αριθµούς ϐαθµού � 4. Αποδεικνύουµε

ότι όλοι οι παραπάνω υπολογισµοί έχουν πολυπλοκότητα O(1). Ας σηµειωθεί ότι αφενός µεν

δεν αναπαριστούµε τις ϱίζες των πολυωνύµων µε ϱιζικά αφετέρου δε οι υπολογισµοί εµπεριέχουν

µόνο αριθµητική ακεραίων. Το σύνολο των αποτελεσµάτων είναι πρωτότυπο.

Στο Κεφ. 6 παρουσιάζουµε την υλοποίηση των αλγεβρικών αλγορίθµων που παρουσιάστηκαν

στα κεφάλαια 3, 4 και 5 και αφορούν την πραγµατική επίλυση ακέραιων πολυωνύµων και πο-

λυωνυµικών συστηµάτων και τη σύγκριση πραγµατικών αλγεβρικών αριθµών. Η υλοποίησή µας

είναι σε C++ και αποτελεί µέρος της αλγεβρικής ϐιβλιοθήκης synaps 4. Παρουσιάζουµε πειρα-

µατικά αποτελέσµατα για πολυώνυµα ϐαθµού � 4 αλλά και για πολυώνυµα ϐαθµού 1000 και

δυαδικού µήκους συντελεστών 8000 bits.

Στο Κεφ. 7 παρουσιάζουµε δύο εφαρµογές των αλγεβρικών µεθόδων σε κατηγορήµατα που

απαιτούνται από τους αλγορίθµους υπολογισµού της διάταξης ελλειπτικών τόξων στο επίπεδο και

στον υπολογισµό του διαγράµµατος Voronoi ελλείψεων στο επίπεδο. Η υλοποίηση των αλγορίθ-

µων είναι σε C++ και ϐασίζεται στην γεωµετρική ϐιβλιοθήκη cgal 5. ΄Ολα τα αποτελέσµατα είναι

πρωτότυπα.

Στο Κεφ. 8 δοθέντος ενός κυρτού πολυγώνου µε ακέραιες κορυφές στο επίπεδο (ακέραιο πο-

λύγωνο), εξετάζουµε αλγορίθµους που µας επιτρέπουν να το διασπάσουµε σε δύο άλλα κυρτά

4www-sop.inria.fr/galaad/logiciels/synaps/
5www.cgal.org
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πολύγωνα τέτοια ώστε το άθροισµά τους κατά Minkowski να είναι το αρχικό πολύγωνο. Κάθε

πολυώνυµο σε δύο µεταβλητές αντιστοιχίζεται σε ένα ακέραιο πολύγωνο, το πολύγωνο (πολύτοπο)

του Newton. Η διάσπαση του πολυτόπου του Newton είναι αναγκαία συνθήκη προκειµένου το

αντίστοιχο πολυώνυµο να παραγοντοποιείται. Βελτιώνουµε τη µέχρι σήµερα γνωστή πολυπλοκό-

τητα και παρουσιάζουµε ϐέλτιστους αλγορίθµους για την περίπτωση που ένας προσθετέος έχει

σταθερό πλήθος ακµών.
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κεφαλαιο 2

Αλγεβρικό υπόβαθρο

Τα µαθηµατικά είναι η µουσική

της αιτίας.

James Joseph Sylvester

Στα µαθηµατικά δεν

καταλαβαίνεις πράγµατα. Απλά τα

συνηθίζεις.

John von Neumann

Περίληψη

Παρουσιάζουµε συνοπτικά τη ϐασική ϑεωρία και τους αλγορίθµους που απαιτούνται για την κατανόη-

ση των υπολοίπων κεφαλαίων της διατριβής. Καταρχάς παρουσιάζουµε την δυαδική πολυπλοκότητα των

ϐασικών πράξεων µεταξύ πολυωνύµων. Ορίζουµε την έννοια του µέγιστου κοινού διαιρέτη και της επιλύ-

σουσας δύο πολυωνύµων. Επίσης παρουσιάζουµε τις πολυωνυµικές ακολουθίες υπολοίπων, τη ϐασική

ϑεωρία και ιδιότητες που τις διέπουν, διάφορους τρόπους κατασκευής τους και τη δυαδική πολυπλοκό-

τητα των ϐασικών αλγορίθµων που τις εµπεριέχουν. Τέλος, αναφερόµαστε συνοπτικά στην αναπαράσταση

πολυωνύµων στη ϐάση Bernstein.

Με την εξαίρεση της Πρότ. 2.36, η οποία παρουσιάστηκε στην εργασία [97] τα αποτελέσµατα του

κεφαλαίου δεν είναι πρωτότυπα.

Η
πολυπλοκότητα ενός προβλήµατος είναι συνάρτηση κάποιου µέτρου των δεδοµένων της

εισόδου και της εξόδου του. Τα προβλήµατα τα οποία ϑα µας απασχολήσουν έχουν ως

είσοδο ακέραιους ή ϱητούς αριθµούς ή/και ακέραια ή ϱητά πολυώνυµα. Στο µοντέλο

υπολογισµού των αλγορίθµων που ϑα παρουσιάσουµε µπορούµε να αναπαραστήσουµε και να

κάνουµε υπολογισµούς µε ακεραίους απεριόριστης ακρίβειας, γι΄ αυτό και οι αλγόριθµοι ονοµά-

Ϲονται ακριβείς αλγόριθµοι (exact algorithms). Λόγω του γεγονότος ότι τα αντικείµενά µας δεν
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έχουν καθορισµένη διάσταση, οι ϐασικές πράξεις µε αυτά, όπως για παράδειγµα η πρόσθεση

και ο πολλαπλασιασµός, δεν έχουν σταθερή πολυπλοκότητα αλλά εξαρτώµενη από το µήκος της

αναπαράστασής τους.

Θα παρουσιάσουµε την πολυπλοκότητα των ϐασικών πράξεων ακεραίων αριθµών. Ακολούθως

ϑα παρουσιάσουµε τη ϐασική ϑεωρία των πολυωνύµων και αλγορίθµους πάνω σε πολυώνυµα που

ϑα µας χρειαστούν στα επόµενα κεφάλαια.

Χρησιµοποιούµε το συµβολισµόO για την αριθµητική και τον συµβολισµόOB για την δυαδι-

κή (Boolean) πολυπλοκότητα. Ο συµβολισµός eO και eOB αγνοεί τους λογαριθµικούς παράγοντες.

Για περισσότερες λεπτοµέρειες ο αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει στη ϐιβλιογραφία [57, 122].

2.1 Περί των αριθµών

Το ϐασικό αντικείµενο σε όλους τους αλγορίθµους είναι οι ακέραιοι αριθµοί, για τους οποίους

υποθέτουµε ότι δίδονται σε δυαδική αναπαράσταση, δηλαδή αναπαρίστανται ως µία λίστα από

0 και 1. ΄Ενας ϱητός αριθµός αναπαρίσταται µε δύο συνεχόµενες λίστες που αντιστοιχούν στον

αριθµητή και στον παρανοµαστή του, οι οποίες χωρίζονται από µία κενή ϑέση. Για έναν ακέραιοa 2 Z ορίζουµε ως µήκος της δυαδικής αναπαράστασής του ή δυαδικό µήκος (bit size) την

ποσότητα L (a) = 1+ dlg(jaj)+ 1e, όπου το +1 χρειάζεται για την αναπαράσταση του προσήµου.

Αν a = b 2 Q τότε L (a) = max fL (b) ;L ()g. Με jaj συµβολίζουµε το µέτρο του a, και αν a 2 Z
ή a 2 Q , τότε µέτρο είναι η απόλυτη τιµή του.

Θεώρηµα 2.1

΄Εστω a; b 2 Z τέτοιοι ώστε L (a) = L (b) = � . Η πολυπλοκότητα των πράξεων της πρόσθεσης και

της αφαίρεσης (a+ b; a� b) είναι �(� ).
Αν a; b 2 Z τότε ϑα συµβολίζουµε µε quo (a; b) και rem (a; b) το πηλίκο και το υπόλοιπο,

αντίστοιχα, της ακέραιας διαίρεσης των a και b.
Θεώρηµα 2.2

΄Εστω a; b 2 Z τέτοιοι ώστε L (a) = L (b) = � . Η πολυπλοκότητα των πράξεων του πολλαπλα-

σιασµού, a � b, της διαίρεσης µε υπόλοιπο, quo (a; b) ^ rem (a; b), του τετραγωνισµού, a2, και του

αντιστρόφου, a�1, είναι eOB(M (� )).
Σε ό,τι ϑα ακολουθήσει υποθέτουµε ότι γρήγοροι αλγόριθµοι πολλαπλασιασµού είναι διαθέ-

σιµοι, για παράδειγµα αλγόριθµοι που ϐασίζονται στο Γρήγορο Μετασχηµατισµό Fourier (Fast

Fourier Transform, FFT). Συνεπώς, η πολυπλοκότητα του πολλαπλασιασµού και της διαίρεσης

ακεραίων αριθµών είναι M (� ) = OB(� lg � ) = eOB(� ). Για περισσότερες πληροφορίες καθώς

και για τις αποδείξεις των ϑεωρηµάτων ο αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει στην ϐιβλιογραφία,

δείτε για παράδειγµα [160, 263, 275].
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2.2 Περί των πολυωνύµων

Σε ό,τι ϑα ακολουθήσει ϑα συµβολίζουµε µε K ένα αλγεβρικά κλειστό σώµα, δηλαδή κάποια

αλγεβρική δοµή τέτοια ώστε όλα τα πολυώνυµα σε µία µεταβλητή µε συντελεστές από το K να

έχουν λύσεις στο K. Με R ϑα συµβολίζουµε έναν υποδακτύλιο µε µονάδα του K και µε F το

σώµα πηλίκων του R. ΄Ενα παράδειγµα µιας τέτοιας ιεραρχίας αλγεβρικών δοµών είναι R = Z,F = Q και K = C [108, 258].

Αν S είναι κάποια αλγεβρική δοµή τότε ϑα συµβολίζουµε µε S[X1; : : : ; Xk℄ το χώρο των

πολυωνύµων µε k µεταβλητές µε συντελεστές από το S. Το χώρο των πολυωνύµων πολλών

µεταβλητών τα οποία ϑέλουµε να τα δούµε ως µιας µεταβλητής µε συντελεστές πολυώνυµα σε

πολλές (τις υπόλοιπες) µεταβλητές τον συµβολίζουµε ως (S[X1; : : : ; Xk�1℄) [Xk℄.
΄Εστω ένα πολυώνυµο µιας µεταβλητής f 2 S[X℄:f(X) = anXn + an�1Xn�1 + � � � + a1X + a0 (2.1)

αν an 6= 0 τότε ο ϐαθµός του πολυωνύµου είναι n, deg(f) = n, και ο µεγιστοβάθµιος όρος του

είναι lead (f) = an. ΄Οταν lead (f) = 1 το πολυώνυµο ονοµάζεται µονικό (monic). Ορίζουµε ωςf = 0 το µηδενικό πολυώνυµο και εξ ορισµού deg(0) = �1 και lead (0) = 1.

Αν f 2 S[X1; : : : ; Xk℄ τότε µε deg(f) δηλώνουµε το συνολικό ϐαθµό (total degree), ενώ µε

degXk(f) συµβολίζουµε το ϐαθµό του f αν ϑεωρήσουµε ότι f 2 (S[X1; : : : ; Xk�1℄) [Xk℄.
Υποθέτουµε ότι f 2 C [X ℄ και ορίζουµε τις ακόλουθες µετρικέςkfk1 = max fjanj; : : : ; ja1j; ja0jg (2.2)kfk2 = qjanj2 + � � �+ ja1j2 + ja0j2 (2.3)

για τις οποίες ισχύει η ανισότηταkfk1 < kfk2 < pn+ 1 kfk1 (2.4)

Για µια πληρέστερη και πιο εκτενή εισαγωγή στη ϑεωρία των πολυωνύµων ο αναγνώστης

µπορεί να ανατρέξει, για παράδειγµα στους Cox et al. [59], Fraleigh [108], Prasolov [218], van der

Waerden [258], Zippel [276].

Βασικές πράξεις

Θα µας απασχολήσουν κυρίως πολυώνυµα στο Z[X℄. Προκειµένου να αναπαραστήσουµε τα

πολυώνυµα χρησιµοποιούµε την πυκνή αναπαράσταση, δηλαδή υποθέτουµε ένα διάνυσµα που

περιέχει (σε δυαδική αναπαράσταση) τους συντελεστές του πολυωνύµου και ότι η πρόσβαση σε

κάποιο συντελεστή έχει πολυπλοκότητα O(1). ΄Οταν f 2 Z[X℄ ϑα συµβολίζουµε µε L (f) το

µέγιστο δυαδικό µήκος των συντελεστών του f , δηλαδή L (f) = lg (kfk1). Επίσης, µε τον όρο

δυαδικό µήκος ενός πολυωνύµου ϑα υπονοούµε το µέγιστο δυαδικό µήκος των συντελεστών του.

Θεωρούµε f; g 2 Z[X℄f = anXn + an�1Xn�1 + � � �+ a1X + a0g = bmXm + bn�1Xm�1 + � � �+ b1X + b0 (2.5)
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τέτοια ώστε deg(f) = n � m = deg(g), L (f) � � , L (g) � � και έστω  2 Z, L () = �.

Θα παρουσιάσουµε συνοπτικά την πολυπλοκότητα µερικών ϐασικών πράξεων. Ο αναγνώστης

µπορεί να ανατρέξει στη ϐιβλιογραφία για περισσότερες λεπτοµέρειες [25, 160, 212, 263, 275,

276].

Πρόσθεση και αφαίρεση

Το h 2 Z[X℄, όπου h = f � g, υπολογίζεται µε πολυπλοκότητα OB(n� ). Ισχύει deg(h) � n
(ισότητα στην περίπτωση της πρόσθεσης) και L (h) � � + 1.

Πολλαπλασιασµός

Το h 2 Z[X℄, όπου h = f � g, υπολογίζεται µε πολυπλοκότητα OB(M (n; � )). Ισχύει deg(h) =mn και L (h) � 2 � + lg n. ΄Οπως και στην περίπτωση του πολλαπλασιασµού ακεραίων ϑα

υποθέσουµε γρήγορους αλγορίθµους πολλαπλασιασµού πολυωνύµων ϐασισµένους στο γρήγορο

µετασχηµατισµό Fourier, οπότε OB(M (n; � )) = eOB(n � ) [212, 240].

Απεικονίσεις-µετασχηµατισµοί

• Αντιστροφή: h = R(f)(X) := Xnf( 1X )
Η πολυπλοκότητα του µετασχηµατισµού είναιO(n) ήOB(n� ). Ωστόσο, µε κατάλληλη ανα-

παράσταση του πολυωνύµου µπορούµε να επιτύχουµε πολυπλοκότηταO(1). Επιπρόσθετα

deg(h) = n και L (h) = � . Θεωρούµε ότι a0 6= 0.

• Μετατόπιση : h = T(f)(X) := f(X + )
Η πολυπλοκότητα του µετασχηµατισµού είναι OB(M �n2 lg n+ n� + n2��) ή παραλείπον-

τας τους (πολυ-) λογαριθµικούς παράγοντες eOB(n2 lg n + n� + n2�) [262]. Επιπρόσθετα

deg(h) = n και L (h) = O(� + n�).
Η µετατόπιση είναι από τους πιο σηµαντικούς µετασχηµατισµούς. Οι γρήγοροι αλγόριθµοι

για αυτή την πράξη στην ϐιβλιογραφία αναφέρονται και µε τον όρο fast Taylor shifts.

• Οµοθεσία : h = H(f)(X) := f(X) και h = H0(f)(X) := nf(X ) = R(H(R(f)))(X)
Η πολυπλοκότητα του µετασχηµατισµού είναιOB(nM (max f�; n�g)) ή eOB(n max f�; n�g).
Επιπρόσθετα deg(h) = n και L (h) = O(� + n�).

• Παράγωγος : Συµβολίζουµε µε f (k) την k παράγωγο του f . Η αποτίµηση όλων των παρα-

γώγων πάνω σε κάποιο αριθµό  έχει την ίδια πολυπλοκότητα µε τη µετατόπιση. Πολλές

ϕορές µας ενδιαφέρει η αποτίµηση των κανονικοποιηµένων παραγώνων, f (k)(X)=k! (nor-

malized derivatives), πράξη η οποία είναι (σχεδόν) ισοδύναµη µε την µετατόπιση, καθώς

εµφανίζονται στην ανάπτυξη κατά Taylor του f(x+ ) [25, 212, 243, 262].
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Αποτίµηση

Ο οµοµορφισµός εκτίµησης � : Z[X℄! Z, όπου f 7! f(), για κάθε f 2 Z[X℄, ϑα ονοµάζεται

αποτίµηση (του f ) πάνω στο . Ο υπολογισµός της αποτίµησης f(), µε τη ϐοήθεια του σχήµατος

Horner έχει πολυπλοκότηταOB(nM (max f�; n�g)) καιL (f()) � �+n�+lgn. Ο υπολογισµός

της αποτίµησης του f πάνω σε ένα σύνολο από n διαφορετικούς ακεραίους, 1; : : : ; n, όπουL (i) � �, έχει πολυπλοκότητα OB(n lg2 nM (max f�; n�g)) ή eOB(nmax f�; n�g) [25, 263,

275] και ϐασίζεται στην τεχνική ‘διαίρει και ϐασίλευε’. Επίσης, την ίδια πολυπλοκότητα έχει ο

υπολογισµός της αποτίµησης όλων των παραγώγων του f πάνω στο , δηλαδή eOB(nmax f�; n�g)
[25, 212, 243, 262].

∆ιαίρεση

Αν οι συντελεστές των πολυωνύµων ανήκουν σε κάποιο σώµα τότε µπορούµε να ορίσουµε και τη

διαίρεση των πολυωνύµων:

Θεώρηµα 2.3 (∆ιαίρεση πολυωνύµων)

΄Εστω f; g 2 F [X℄ και g 6= 0. Υπάρχουν µοναδικά πολυώνυµα Q;R 2 F [X℄ τέτοια ώστεf = g Q+R
και deg(R) < deg(g). Το Q, αντίστοιχα R, ονοµάζεται πηλίκο, αντίστοιχα υπόλοιπο και συµβολί-

Ϲεται µε quo (f; g), αντίστοιχα rem (f; g).
Ωστόσο, αν οι συντελεστές δεν ανήκουν σε σώµα, π.χ f; g 2 Z[X℄, τότε η διαίρεση δεν µπορεί

να οριστεί. Προκειµένου να οριστεί η διαίρεση για κάθε αντιµεταθετικό δακτύλιο ο Jacobi [138]

εισήγαγε την έννοια της ψευδο-διαίρεσης.

Θεώρηµα 2.4 (Ψευδο-διαίρεση πολυωνύµων)

΄Εστω f; g 2 R[X℄. Υπάρχουν µοναδικά πολυώνυµα Q;R 2 R[X℄ τέτοια ώστε

lead (g)Æ�1 f = g Q+R
και deg(R) < deg(g), όπου Æ = max f1; deg(f)� deg(g)g. ΤοQ, αντίστοιχαR, ονοµάζεται ψευδο-

πηλίκο, αντίστοιχα ψευδο-υπόλοιπο, και συµβολίζεται µε pquo (f; g), αντίστοιχα prem (f; g).
Η πολυπλοκότητα της ψευδο-διαίρεσης είναιOB(mM (n� )) ή eOB(mn� ) καιL (prem (f; g)) =O(n � ), L (pquo (f; g)) = O(n � ) [25, 263, 275].

Θα λέµε ότι το g 2 R[X℄ διαιρεί ακριβώς το f 2 R[X℄ αν rem (f; g) = 0 ή prem (f; g) = 0. Για

το δυαδικό µήκος των διαιρετών ενός πολυωνύµου ισχύει το ϕράγµα του Mignotte [188, 189].

Πιο συγκεκριµένα, αν f = g � Q και f; g;Q 2 Z[X℄ τότε L (Q) = O(nL (f)) και το ίδιο ισχύει

για το g.
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Μέγιστος κοινός διαιρέτης

Η αµέσως επόµενη πράξη, η οποία είναι πολύ µεγάλης σηµασίας, είναι ο υπολογισµός του

µέγιστου κοινού διαιρέτη (ΜΚ∆) δύο πολυωνύµων. Ο ΜΚ∆ δύο πολυωνύµων είναι το πολυώνυµο

που διαιρεί ακριβώς τόσο τα δύο πολυώνυµα όσο και κάθε άλλο πολυώνυµο που τα διαιρεί

ακριβώς. ΑνR είναι µια περιοχή µοναδικής ανάλυσης (UFD, Unique Factorization Domain), για

παράδειγµα αν R = Z ή R = Z[Y ℄, τότε το R[X℄ είναι επίσης UFD [108, 258]. Κατά συνέπεια,

µπορούµε να ορίσουµε τον µέγιστο κοινό διαιρέτη (ΜΚ∆) δύο πολυωνύµων f; g 2 R[X℄, τον οποίο

συµβολίζουµε ως gcd(f; g).
Ο ΜΚ∆ είναι εξέχουσας σηµασίας καθώς επιτρέπει, πέρα των άλλων, να δώσουµε απαντήσεις

σε προβλήµατα όπως αυτό της εύρεσης των διαφορετικών ϱιζών ενός πολυωνύµου ή όπως του

υπολογισµού των κοινών ϱιζών δύο πολυωνύµων. Πιο συγκεκριµένα ισχύουν τα ακόλουθα:

• Ο αριθµός των κοινών ϱιζών των f; g 2 R[X℄ είναι deg(gcd(f; g)).
• Ο αριθµός των διαφορετικών ϱιζών του f 2 R[X℄ είναι deg(f)� deg(gcd(f; f 0)).
Ο υπολογισµός του µέγιστου κοινού διαιρέτη έχει πολυπλοκότητα σχεδόν όσο και η ψευδο-

διαίρεση, δηλαδή eOB(nm� ) και L (gcd(f; g)) = O(n � ). Λόγω της πολύ µεγάλης σηµασίας

αυτού του υπολογισµού ϑα επανέλθουµε σε επόµενες παραγράφους.

Επιλύουσα δύο πολυωνύµων

΄Ενα από τα πιο ϐασικά εργαλεία στους αλγεβρικούς αλγορίθµους, και όχι µόνο, είναι η επιλύουσα

(resultant). Η επιλύουσα είναι στενά συνδεδεµένη τόσο µε τη ϑεωρία της απαλοιφής (elimination),

γι΄ αυτό ονοµάζεται και απαλοίφουσα (eliminant), όσο και µε τον υπολογισµό του ΜΚ∆ και

την εύρεση µιγαδικών ϱιζών. Για περισσότερες λεπτοµέρειες σχετικά µε την απαλοίφουσα και

για τις αποδείξεις των ϑεωρηµάτων που παραλείπουµε ο αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει στην

ϐιβλιογραφία [5, 14, 38, 59, 66, 114, 160, 178, 187, 190, 251, 263, 275, 276].

Μπορούµε να διατυπώσουµε το ακόλουθο ϑεώρηµα [114, 249, 251]:

Θεώρηµα 2.5 (Επιλύουσα)

Θεωρούµε δύο πολυώνυµα f; g 2 K[X℄ όπως στην Εξ. (2.5) τέτοια ώστε an bm 6= 0. Υπάρχει ένα

µοναδικό, εκτός από το πρόσηµο, ανάγωγο πολυώνυµο res(f; g) 2 Z[an; : : : ; a1; a0; bm; : : : ; b1; b0℄
το οποίο είναι µηδέν όταν τα f(X) και g(X) έχουν κάποιον κοινό παράγοντα. Επιπρόσθετα, το

res(f; g) είναι οµογενές και deg(res(f; g)) = deg(f) + deg(g) = m+ n.

Το πολυώνυµο αυτό ονοµάζεται επιλύουσα (resultant).

Ο ορισµός και η ύπαρξη της επιλύουσας µπορεί να επεκταθεί και σε συστήµατα πολυωνύµων

πολλών µεταβλητών, δείτε για παράδειγµα [60, 114, 251]. Στη γενική περίπτωση η επιλύουσα

είναι η ‘ελάχιστη’ συνθήκη επιλυσιµότητας (minimum condition of solvability) πάνω στους συν-

τελεστές. ∆ηλαδή είναι η ελάχιστη, ικανή και αναγκαία, συνθήκη, πάνω στους συντελεστές, για

την ύπαρξη µιγαδικών λύσεων ενός συστήµατος `+ 1 πολυωνυµικών εξισώσεων σε ` µεταβλητές.

Στην παρούσα διατριβή δεν ϑα µας απασχολήσουν προβλήµατα όπου ` > 1, εκτός από την Εν. 7.3

όπου ϑα χρησιµοποιήσουµε την επιλύουσα προκειµένου να απαλείψουµε κάποιες µεταβλητές.
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Στην περίπτωση πολυωνύµων σε µία µεταβλητή µπορούµε να εκφράσουµε την επιλύουσα δύο

πολυωνύµων ως την ορίζουσα ενός πίνακα, του πίνακα Sylvester. Αν τα πολυώνυµα είναι πολλών

µεταβλητών τότε δεν γνωρίζουµε έναν τέτοιο πίνακα στη γενική περίπτωση, αν και υπάρχουν

αποτελέσµατα για την περίπτωση τριών εξισώσεων και δύο µεταβλητών [154] και άλλων ειδικών

περιπτώσεων [72, 73].

Ορισµός 2.6 (Πίνακας Sylvester). ΄Εστω f = Pni=0 aiXi; g = Pmi=0 biXi 2 K[X℄. Ο πίνακας

Sylvester των f και g, Syl(f; g), είναι ο παρακάτω πίνακας διαστάσεων (m+ n)� (m+ n)
Syl(f; g) :=

0BBBBBBBBBBBBB�
an an�1 : : : a0an an�1 : : : a0

. . .
. . .

. . .an an�1 : : : a0bm bm�1 : : : b0bm bm�1 : : : b0
. . .

. . .
. . .bm bm�1 : : : b0

1CCCCCCCCCCCCCA
Xm�1fXm�2f

...X0fXn�1gXn�2g

...X0g
όπου υπάρχουν m γραµµές µε τους συντελεστές ai του f , n γραµµές µε τους συντελεστές bi του g
και οι άδειες ϑέσεις περιέχουν µηδενικά.

Θεώρηµα 2.7 (Επιλύουσα δύο πολυωνύµων)

Αν ϑεωρήσουµε τους συντελεστές των f και g ως παραµέτρους, µε την προϋπόθεση ότι anbm 6= 0,

τότε, για οποιαδήποτε τιµή των παραµέτρων, η επιλύουσα των f και g ως προς X ισούται µε την

ορίζουσα του πίνακα Sylvester,

res(f; g) = det(Syl(f; g))
Η επιλύουσα συµβολίζεται ως resX(f; g) όταν τα f και g είναι πολυώνυµα πολλών µεταβλη-

τών, π.χ f; g 2 K[Y1; : : : ; Yk; X℄, και ϑέλουµε να δηλώσουµε ότι αναφερόµαστε στην επιλύουσά

τους ϑεωρώντας τα πολυώνυµα µιας µεταβλητής ως προς X, δηλαδή f; g 2 (K[Y1; : : : ; Yk℄)[X℄.
Μπορούµε επίσης να διατυπώσουµε το επόµενο ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 2.8

΄Εστω f =Pni=0 aiXi, g =Pmi=0 biXi, f; g 2 K[X℄. Τα επόµενα είναι ισοδύναµα:

1. Τα f και g έχουν κάποια κοινή ϱίζα στο K.

2. deg(gcd(f; g)) = k > 0.

3. Υπάρχουν A;B 2 K[X℄, τέτοια ώστε deg(A) < m � k και deg(B) < n � k, από τη σχέση

Bézout, τέτοια ώστε να µην είναι και τα δύο µηδέν και Af +B g = 0.

4. res(f; g) = det(Syl(f; g)) = 0
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Παράδειγµα 2.9. ΄Εστω f = a2X2 + a1X + a0g = b2X2 + b1X + b0
Ο πίνακας Sylvester των f και g είναι

Syl(f; g) = 2666664 a2 a1 a0 00 a2 a1 a0b2 b1 b0 00 b2 b1 b0
3777775

και η επιλύουσα είναι

res(f; g) = a22b20 + a2b21a0 � a2b1a1b0 � 2 a2b2b0a0 + b2a21b0 � b2a1b1a0 + b22a20
Παρατηρούµε ότι deg(res(f; g)) = deg(f) + deg(g) = 2 + 2 = 4. Η επιλύουσα είναι η

ϐέλτιστη συνθήκη για την επιλυσιµότητα και συνεπώς ο συνολικός ϐαθµός του res(f; g) 2Z[a2; a1; a0; b2; b1; b0℄, ο οποίος είναι 4, είναι ϐέλτιστος. ΄Η διαφορετικά, στη γενική περίπτωση,

εκτός από την επιλύσουσα δεν υπάρχει άλλο πολυώνυµο ως προς τους συντελεστές των f και g,

µε συνολικό ϐαθµό� 4, ο µηδενισµός του οποίου να µας εξασφαλίζει την ύπαρξη κοινών λύσεων

των f και g.

Επίσης, παρατηρούµε ότι η επιλύσουσα είναι ένα εκέραιο πολυώνυµο ως προς τους συντελε-

στές των f και g και δεν περιέχει την µεταβλητή X. ∆ηλαδή η επιλύουσα (απαλοίφουσα) έχει

απαλείψει από το σύστηµα f = g = 0 την µεταβλητή X.

Παρουσιάζουµε µερικές ιδιότητες της επιλύουσας.

Λήµµα 2.10. ΄Εστω f; g; h 2 K[X℄ τέτοια ώστε deg(f) = n, deg(g) = m και �; � 2 K.

1. res(�; f) = �n.

2. res(X � �; f) = f(�).
3. res(f; g) = (�1)mn res(g; f).
4. res(�f; g) = �n res(f; g).
5. res(f � h; g) = res(f; g) � res(h; g).
6. Αν f = gQ+R και deg(R) = r, m � n > r, τότε

res(f; g) = (�1)n(m�r) am�rn res(R; g) = (�1)mn am�rn res(g;R)
Το προηγούµενο λήµµα οδηγεί στον ακόλουθο χαρακτηρισµό της επιλύουσας :

Ηλίας Π. Τσιγαρίδας 28



Αλγεβρικοί αλγόριθµοι και εφαρµογές στη γεωµετρία

Θεώρηµα 2.11

΄Εστω f; g 2 R[x℄, όπως στην Εξ. (2.5), µε ϱίζες �1; : : : ; �n και �1 : : : ; �m 2 K. Ισχύουν τα

ακόλουθα:

res(f; g) = amn bnm nYi=1 mYj=1(�i � �j) = amn mYi=1 g(�i) = (�1)mn bnm mYi=1 f(�i)
Ο πίνακας Bézout

Στην περίπτωση δύο πολυωνύµων σε µία µεταβλητή υπάρχει και άλλος τρόπος να υπολογίσουµε

την επιλύουσα ως ορίζουσα κάποιου πίνακα. Η κατασκευή ϐασίζεται στον πίνακα Bézout των f
και g και οφείλεται στους Bézout και Cayley.

∆οθέντων δύο πολυωνύµων f και g, όπως στην (2.5), ο πίνακας Bézout [14, 187, 190, 276]

των f και g είναι ο συµµετρικός πίνακας

Bz(f; g) = 0B� 0;0 : : : 0;n�1
...

...n�1;0 : : : n�1;n�1 1CA (2.6)

όπου τα i;j ορίζονται από την έκφραση Cayleyf(X) g(Y )� f(Y ) g(X)X � Y = n�1Xi;j=0 i;j Xi Y j :
Ο πίνακας Bézout είναι στενά συνδεδεµένος µε τον πίνακα Sylvester. Η ορίζουσα του πίνακα

Bézout είναι η επιλύουσα των f και g. ∆ηλαδή

res(f; g) = det(Bz(f; g)):
Η διάσταση του πίνακα Bézout είναι n�n όπου n = maxfdeg(f); deg(g)g και είναι µικρότερη

από αυτή του πίνακα Sylvester. Επίσης, µπορούµε να υπολογίσουµε τον πίνακα Bézout και στην

περίπτωση που έχουµε ` + 1 πολυώνυµα σε ` µεταβλητές. Σε αυτή την περίπτωση, η ορίζουσα

του πίνακα µας δίνει κάποιο πολλαπλάσιο της επιλύουσας του συστήµατος. Για περισσότερες

λεπτοµέρειες ο αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει στην ϐιβλιογραφία [20, 21, 86].

∆ιακρίνουσα

Στενά συνδεδεµένη µε την έννοια της επιλύουσας είναι η έννοια της διακρίνουσας.

Ορισµός 2.12 (∆ιακρίνουσα). ΄Εστω f =Pni=0 aiXi 2 R[X℄, n � 2 και 1; : : : ; n 2 K οι ϱίζες

του. Ορίζουµε ως διακρίνουσα (discriminant) του A την πόσοτητα

disc(f) := a2n�2n Y1�i<j�n (i � j)2
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Παράδειγµα 2.13. Αν f = ax2 + b x+  τότε disc(f) = b2 � 4 a .
Ο ορισµός της διακρίνουσας δεν παρέχει κάποιον τρόπο υπολογισµού της, κάτι που επιτυγ-

χάνεται µε το ακόλουθο ϑεώρηµα από το οποίο επίσης προκύπτει ότι disc(f) 2 R[an; : : : ; a1; a0℄.
Θεώρηµα 2.14

΄Εστω f =Pni=0 aiXi 2 R[X℄, τότε

res(f; f 0) = � an disc(f) = (�1)n(n�1)2 an disc(f)
Παρατηρούµε ότι ο ο ορισµός της διακρίνουσας δεν απαιτεί την ύπαρξη (µόνο) διαφορετικών

ϱιζών. Κατά συνέπεια disc(f) = 0 αν και µόνο αν το f έχει πολλαπλές ϱίζες ή ισοδύναµα

res(f; f 0) = 0 αν και µόνο αν το f έχει πολλαπλές ϱίζες. Αν f 2 Z[X℄ και δεν έχει πολλαπλές

ϱίζες τότε disc(f) � 1. ΄Ενα άνω ϕράγµα στη διακρίνουσα µας παρέχει το επόµενο ϑεώρηµα,

όπουM (f) είναι το µέτρο Mahler του f (Ορ. 3.2), το οποίο ϑα ορίσουµε στο επόµενο κεφάλαιο.

Θεώρηµα 2.15

Αν f =Pni=0 aiXi 2 Z[X℄ µε deg(f) = n τότεjdisc(f)j � nnM (f)2(n�1) � nn kfk2(n�1)2
2.3 Πολυωνυµικές ακολουθίες υπολοίπων

Ας υποθέσουµε ότι R είναι µια περιοχή µοναδικής ανάλυσης, π.χ R = Z ή R = Z[Y ℄. ΄ΕστωA;B 2 R[X℄ τέτοια ώστεA(X) = apXp + ap�1Xp�1 + � � �+ a1X + a0B(X) = bqXq + bq�1Xq�1 + � � �+ b1X + b0 (2.7)

όπου deg(A) = p � q = deg(B) > 0. Αν R = Z τότε ϑεωρούµε ότι L (A) ;L (B) � � .

Επιστρέφουµε στο πρόβληµα του υπολογισµού του ΜΚ∆ δύο πολυωνύµων. Προκειµένου να

υπολογίσουµε το gcd(A;B) µπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι A;B 2 F [X℄ και να εφαρµόσουµε τον

αλγόριθµο του Ευκλείδη, δείτε για παράδειγµα [160, 263, 275]. Πιο συγκεκριµένα, ϑεωρούµεPq+1 = A, Pq = B, Qi = quo (Pi+1; Pi) και Pi�1 = rem (Pi+1; Pi), οπότεPq+1 = QqPq + Pq�1 deg(Pq�1) < deg(Pq)Pq = Qq�1Pq�1 + Pq�1 deg(Pq�2) < deg(Pq�1)
...Ph+2 = Qh+1Ph+1 + Ph deg(Ph) < deg(Ph+1)Ph+1 = QhPh + 0 (2.8)
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όπου gcd(A;B) = Ph. Ο αλγόριθµος τερµατίζει καθώς ο ϐαθµός µειώνεται σε κάθε ϐήµα.

Ωστόσο, όταν R = Z και F = Q η προσέγγιση που ακολουθήσαµε για τον υπολογισµό του

ΜΚ∆ εισάγει ϱητούς αριθµούς τους οποίους ϑέλουµε να αποφύγουµε γιατί οι πράξεις µε ϱητούς

έχουν (πολύ) µεγάλη πολυπλοκότητα. Χαρακτηριστικά αναφέρουµε ότι η πρόσθεση δύο ακεραίων

αυξάνει το δυαδικό µήκος του αποτελέσµατος κατά 1, ενώ η πρόσθεση δύο ϱητών διπλασιάζει

το δυαδικό µήκος του αποτελέσµατος. Συνεπώς, επιθυµούµε όχι µόνο γρήγορους αλγορίθµους

για τον υπολογισµό του ΜΚ∆ αλλά και αλγορίθµους που απαιτούν πράξεις µόνο στο R και στοR[X℄. Προκειµένου να επιτύχουµε τους στόχους µας ϑα ορίσουµε πιο αυστηρά την ακολουθία

πολυωνύµων (Pq+1; Pq; : : : ; Ph) και ϑα αναδείξουµε την άµεση συσχέτιση των συντελεστών των Pi
µε συγκεκριµένες υποορίζουσες του πίνακα Sylvester των A και B.

Η παρουσίασή µας ϐασίζεται στους von zur Gathen and Lücking [264] και Yap [275] αλλά

είναι πιο απλοποιηµένη. Θα χρειαστούµε τους ακόλουθους ορισµούς :

Το περιεχόµενο (content) του A είναι ο ΜΚ∆ των συντελεστών του και το συµβολίζουµε ως

content (A). Το πρωταρχικό µέρος (primitive part) του A προκύπτει αν διαιρέσουµε το A µε το

content (A) και το συµβολίζουµε µε pp (A). Αν στο R δεν ορίζεται ο ΜΚ∆ τότε content (A) = 1.

∆ύο πολυώνυµα A;B είναι όµοια όταν pp (A) = pp (B) και συµβολίζουµε A � B.

Ορισµός 2.16 (Πολυωνυµική ακολουθία υπολοίπων). ΄Εστω A;B όπως στην Εξ. (2.7). Ορί-

Ϲουµε ως πολυωνυµική ακολουθία υπολοίπων (polynomial remainder sequence) των A και B την

ακολουθία PRS(A;B) = (Rq+1 = A;Rq = B;Rq�1; : : : ; Rh), για την οποία ισχύει

aiRi+1 = QiRi + biRi�1 (2.9)

όπου deg(Ri�1) < deg(Ri), q � i � h+ 1. Απαιτούµε ai; bi 2 R και Ri 2 R[X℄. Επίσης ορίζουµε

και την αντίστοιχη ακολουθία πηλίκων PQS(A;B) = (Qq; Qq�1; : : : ; Qh; Rh).
Το µήκος της ακολουθίας είναι q � h+ 2.

Αν ισχύει p < q, τότε η ακολουθία είναι PRS(A;B) = (Rp+2 = A;Rp+1 = B;Rp =A; : : : ; Rh). Υποθέτουµε p � q προκειµένου να διευκολυνθούµε στην αριθµητική των δεικτών.

Η PRS είναι πλήρης (complete) αν η (2.9) ικανοποιείται για i = h και ισχύει Rh�1 = 0.

΄Ολες οι ακολουθίες που ϑα ϑεωρήσουµε ϑα είναι πλήρεις, εκτός αν ϱητά αναφέρεται το αντίθετο.

Η PRS ονοµάζεται κανονική (normal ή regular) αν deg(Ri) � deg(Ri+1) = 1, διαφορετικά

ονοµάζεται ελαττωµατική (defective). ΄Οταν η PRS είναι πλήρης και κανονική τότε h = 0, το

µήκος της ακολουθίας είναι q + 2 και ο δείκτης σε κάθε πολυώνυµο Ri δηλώνει το ϐαθµό του.

Αξίζει να παρατηρήσουµε ότι µπορούµε να ορίσουµε µια ακολουθία υπολοίπων µε µοναδικό

τρόπο αν υποθέσουµε κάποια ακολουθία Ϲευγών (ai; bi) ή κάποιο τρόπο υπολογισµού τους. Στην

περίπτωση αυτή τα Ri�1 και Qi ορίζονται µοναδικά επιλύοντας ένα γραµµικό συστήµα. Ωστόσο,

προκειµένου να διευκολύνουµε τον αναγνώστη, σε όλους τους κανόνες υπολογισµού πολυωνυ-

µικών ακολουθιών υπολοίπων που ϑα παρουσιάσουµε, ϑα δίνουµε και τον τρόπο υπολογισµού

των Ri�1 και Qi.
Ευκλείδια ακολουθία

Στην περίπτωση που ισχύειR = F και (ai; bi) = (1; 1) τότε η ακολουθία υπολοίπων είναι ακριβώς

η ακολουθία υπολοίπων που εµφανίζεται κατά τη διάρκεια του αλγορίθµου του Ευκλείδη για τον
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υπολογισµό του gcd(A;B), Εξ. (2.8), µε τη µόνη διαφορά είναι ότι η αρίθµηση των δεικτών είναι

στην περίπτωση της PRS ϕθίνουσα. Συνεπώς, το τελευταίο πολυώνυµο της ακολουθίας είναι ο

ΜΚ∆ των A και B. Την ακολουθία αυτή ϑα τη συµβολίσουµε µε Euclid�PRS(A;B) και οι

(αναδροµικοί) κανόνες ορισµού της είναι :

Euclid�PRS(A;B) 8<: (ai; bi) = (1; 1)Ri�1 = rem (Ri+1; Ri)Qi = quo (Ri+1; Ri) 9=; (2.10)

Οι κανόνες της (2.10) είναι στην ουσία ένας αλγόριθµος υπολογισµού της Euclid�PRS.

Το ίδιο ισχύει και για τους επόµενους κανόνες που ϑα παρουσιάσουµε.

Στη χειρότερη περίπτωση υπάρχουν 
(q) πολυώνυµα στην ακολουθία, τα οποία έχουν ϐαθ-

µούς 
(p). Κατά συνέπεια ο συνολικός αριθµός των συντελεστών όλων των πολυωνύµων στην

ακολουθία είναι 
(pq) και άρα ένα κάτω ϕράγµα για την αριθµητική πολυπλοκότητα υπολογι-

σµού της ακολουθίας είναι 
(pq). Αν R = Z και L (A) ;L (B) � � τότε το δυαδικό µήκος των

πολυωνύµων στην ακολουθία ϕράσσεται από O(p2� ) [175]. Σε αυτό το σηµείο αξίζει να επιση-

µάνουµε ότι το άθροισµα των ϐαθµών των Qi είναι O(q) και άρα το πλήθος των συντελεστών των

πολυωνύµων που ανήκουν στην ακολουθία των πηλίκων είναι O(q).
Ακολουθίες κατά Sturm

Εξέχουσας σηµασίας είναι η πολυωνυµική ακολουθία υπολοίπων κατά Sturm [248], η οποία

διαφέρει κατά ένα πρόσηµο από την Ευκλείδια ακολουθία. Οι κανόνες ορισµού της είναι :

Sturm(A;B) 8<: (ai; bi) = (1;�1)Ri�1 = rem (Ri+1; Ri)Qi = quo (Ri+1; Ri) 9=; (2.11)

Ο Sturm [248] χρησιµοποίησε την ακολουθία Sturm(A;A0) για να αποµονώσει τις πραγµατικές

ϱίζες του A, η οποία και ονοµάζεται ακολουθία Sturm.

Οι ακολουθίες κατά Sturm ορίζονται µε πιο γενικό τρόπο ως ακολούθως :

Ορισµός 2.17. Μια ακολουθία πραγµατικών πολυωνύµων (pk; pk�1; : : : ; p1; p0) είναι ακολουθία

κατά Sturm στο διάστηµα (a; b), όπου τα a και b µπορούν να είναι και �1, αν 8  2 (a; b), ισχύουν

( i) pk(a) pk(b) 6= 0
( ii) Αν pk() = 0 τότε 9 � 2 R τέτοιο ώστε 8u 2 ( � �; ), αντίστοιχα 8u 2 (;  + �), να ισχύειpk(u) pk�1(u) < 0, αντίστοιχα pk(u) pk�1(u) > 0.

( iii) Αν pi() = 0, 0 � i � k � 1, τότε pi�1() pi+1() < 0.

( iv) p0() 6= 0.

΄Ενας από τους τρόπους υπολογισµού (υπάρχουν άπειροι) µιας ακολουθίας κατά Sturm πα-

ϱουσιάζεται στην (2.11). Σε επόµενες παραγράφους ϑα γενικεύσουµε τον ορισµό της ακολουθίας

κατά Sturm.
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Ψευδο-Ευκλείδια ακολουθία

΄Οταν R 6= F τότε δεν ορίζεται πάντοτε η διαίρεση και γι΄ αυτό το λόγο έχει εισαχθεί η ψευδο-

διαίρεση (Θεωρ. 2.4). Η ακολουθία πολυωνυµικών υπολοίπων που ορίζεται µε τη ϐοήθεια της

ψευδο-διαίρεσης ονοµάζεται ψευδο-Ευκλείδια (pseudo-Euclidean) και συµβολίζεται µε EPRS(A;B).
Θα χρησιµοποιήσουµε τον συµβολισµό ri = lead (Ri) και Æi = max f1; deg(Ri+1)� deg(Ri)g.
Οι κανόνες της EPRS είναι :

EPRS(A;B) 8><>: (ai; bi) = �rÆi+1i ; 1�Ri�1 = rem (aiRi+1; Ri)Qi = quo (aiRi+1; Ri) 9>=>; (2.12)

όπου ο υπολογισµός των Ri�1 και Qi εµπεριέχει µόνο ακριβείς (χωρίς υπόλοιπο) διαιρέσεις

µε τους συντελεστές. Την αντίστοιχη ακολουθία πηλίκων τη συµβολίζουµε µε EPQS(A;B).
Παρατηρούµε ότι Ri�1 = rem (aiRi+1; Ri) = prem (Ri�1; Ri) και Qi = quo (aiRi+1; Ri) =
pquo (Ri�1; Ri).

Η ψευδο-Ευκλείδια ακολουθία είναι ο πιο εύκολος και προφανής τρόπος υπολογισµού µιας

πολυωνυµικής ακολουθίας υπολοίπων και κατά συνέπεια του ΜΚ∆ δύο πολυωνύµων. Η αριθµη-

τική πολυπλοκότητα του υπολογισµού της είναι O(pq) και άρα ϐέλτιστη. Επιπρόσθετα, µπορεί

να δειχτεί ότι οποιαδήποτε άλλη ακολουθία που ικανοποιεί τις απαιτήσεις της (2.9) παράγει

πολυώνυµα τα οποία είναι όµοια µε αυτά της EPRS.

Ωστόσο, το δυαδικό µήκος των πολυωνύµων στην EPRS(A;B) αυξάνεται εκθετικά σε σχέση

το µήκος της ακολουθίας. Μπορεί να δειχτεί [160, 178, 263, 264, 275] ότι το Ri µπορεί να έχει

δυαδικό µήκος µεγαλύτερο κατά ένα παράγοντα (1 +p2)i σε σχέση µε το δυαδικό µήκος των A
και B. Συνεπώς η EPRS απαιτεί εκθετικό αριθµό δυαδικών πράξεων και άρα δεν έχει µεγάλη

πρακτική σηµασία.

Πρωταρχική ακολουθία

Προκειµένου να αντιµετωπίσουµε την εκθετική συµπεριφορά της EPRS η πιο προφανής λύσης

είναι να αντικαταστήσουµε κάθε Ri�1 στην EPRS µε το πρωταρχικό του µέρος. ∆ηλαδή να

ϑέσουµε bi = content (Ri�1). Η ακολουθία που σχηµατίζεται µε αυτόν το τρόπο ονοµάζεται

πρωταρχική ακολουθία πολυωνυµικών υπολοίπων (primitive polynomial remainder sequence)

και ϑα τη συµβολίζουµε µε PPRS. Οι κανόνες της είναι :

PPRS(A;B) 8><>: (ai; bi) = �rÆi+1i ; content (prem (Ri�1; Ri))�Ri�1 = rem (aiRi+1; Ri) =biQi = quo (aiRi+1; Ri) 9>=>; (2.13)

όπου ο υπολογισµός των Ri�1 και Qi εµπεριέχει µόνο ακριβείς διαιρέσεις µε τους συντελεστές.

Η αντίστοιχη ακολουθία πηλίκων συµβολίζεται µε PPQS(A;B).
Η ακολουθία PPRS(A;B) είναι ό,τι καλύτερο µπορούµε να περιµένουµε σχετικά µε το δυα-

δικό µήκος των πολυωνύµων της ακολουθίας. Ωστόσο, ο υπολογισµός της απαιτεί σε κάθε ϐήµα

τον υπολογισµό του περιεχοµένου ενός πολυωνύµου, πράξη η οποία είναι αρκετά χρονοβόρα. Εί-

ναι πολύ δύσκολο να υπολογίσουµε ϑεωρητικά τη δυαδική πολυπλοκότητα του υπολογισµού της
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πρωταρχικής ακολουθίας, καθώς δεν µπορούµε να προβλέψουµε τον συσχετισµό των συντελεστών

των πολυωνύµων που εµφανίζονται στην ακολουθία, αν και µπορεί να δειχτεί ότι αν η ακολουθία

υπολογιστεί συµβολικά οι συντελεστές των πολυωνύµων της ακολουθίας (που είναι πολυώνυµα

ως προς τους συντελεστές των αρχικών πολυωνύµων) είναι ανάγωγα πολυώνυµα και µεταξύ τους

πρώτα [83]. Για τον υπολογισµό όλης της ακολουθίας απαιτούνται O(p q) πράξεις, καθώς τόσο

είναι το πλήθος των συντελεστών. Υπάρχουν O(q) πολυώνυµα στην ακολουθία. Αν κάνουµε την

ασθενή υπόθεση ότι απαιτείται ένας υπολογισµός ΜΚ∆ για κάθε πολυώνυµο της ακολουθίας, τότε

απαιτούνται τουλάχιστον O(p q2) αριθµητικές πράξεις. ΄Οπως ϑα παρουσιάσουµε στην επόµενη

παράγραφο που ϑα αναφερθούµε στις υπο-επιλύουσες, το δυαδικό µήκος των συντελεστών της

ακολουθίας είναι τουλάχιστον O(p � ). ΄Αρα, η δυαδική πολυπλοκότητα υπολογισµού της PPRS

είναι τουλάχιστον eOB(p q2 M (p � )). Οι αλγόριθµοι που ϑα παρουσιάσουµε στη συνέχεια έχουν

καλύτερη πολυπλοκότητα, αν και η σπουδαιότητα της πρωταρχικής ακολουθίας δεν πρέπει να

υποτιµάται τουλάχιστον σε υπολογισµούς µε πολυώνυµα σχετικά µικρού ϐαθµού.

Σε κάθε περίπτωση γεννάται το ερώτηµα σχετικά µε το πως ϑα µπορούσαµε να υπολογίσουµε

το περιεχόµενο ενός πολυωνύµου της EPRS, ή έστω κάποιου αρκετά µεγάλου διαιρέτη του,

χωρίς να καταφύγουµε στους χρονοβόρους υπολογισµούς του µέγιστου κοινού διαιρέτη πολλών

αριθµών. Επιπρόσθετα, ϑα επιθυµούσαµε το δυαδικό µήκος των συντελεστών να πλησιάζει όσο

το δυνατόν περισσότερο αυτό της πρωταρχικής ακολουθίας, δηλαδή στη χειρότερη περίπτωση να

αυξάνεται γραµµικά.

Πιο συγκεκριµένα αν EPRS(A;B) = (Rq+1; Rq; : : : ; Rh) σκοπός µας είναι να υπολογίσουµε

µια άλλη ακολουθία (Pq+1; Pq; : : : ; Ph), τέτοια ώστε Ri � Pi και Pi = Ri=�i , όπου �i 2 R και

η διαίρεση είναι χωρίς υπόλοιπο.

Υπο-επιλύουσες (subresultants)

Προκειµένου να αντιµετωπιστεί το πρόβληµα της εκθετική αύξησης του δυαδικού µήκους των

συντελεστών στην ψευδο-Ευκλείδια ακολουθία και ταυτόχρονα να αποφευχθεί ο υπολογισµός

της πρωταρχικής ακολουθίας που εµπεριέχει πολλούς υπολογισµούς αρχικά ο Collins [54] και

στη συνέχεια οι Brown and Traub [35] (ξανα-)ανακάλυψαν τις πολυωνυµικές υπο-επιλύουσες

(ή υπο-απαλοίφουσες) (polynomials subresultants) οι οποίες ορίζονται ως ορίζουσες κάποιας

παραλλαγής του πίνακα Sylvester, δείτε επίσης [34, 36, 37, 178]. Ο Habicht [125] ήδη από το

1948 είχε εισαγάγει αυτή την προσέγγιση. Ο αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει στην εργασία των

Ho and Yap [133] για την µοντέρνα εκδοχή της προσέγγισης του Habicht.

Ο αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει στους von zur Gathen and Lücking [264] οι οποίοι πα-

ϱουσιάζουν µε ενοποιηµένο τρόπο τις διάφορες παραλλαγές σχετικά µε τις υπο-επιλύουσες ή

στον El Kahoui [83] όπου η έννοια της υπο-επιλύσουσας γενικεύεται για κάθε αβελιανό δακτύ-

λιο. Για πιο σύγχρονες εκδοχές των υπο-επιλυουσών ο αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει στους

Basu et al. [14], González-Vega et al. [118, 119], Lickteig and Roy [174, 175], Lombardi et al.

[176], von zur Gathen and Gerhard [263], Yap [275] όπου επίσης περιέχονται και οι αποδείξεις

των ϑεωρηµάτων που παρουσιάζουµε.

΄Εστω k πολυώνυµαAi =Pnij=0 aijXj 2 R[X℄, 1 � i � k και ` = 1+max1�i�k ni. Θεωρούµε
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τον πίνακα mat(A1; : : : ; Ak) = [ai;`�j ℄
του οποίου η i γραµµή περιέχει τους συντελεστές του Ai και aij = 0 αν j > nj = deg(Ai). Ο

πίνακας έχει διαστάσεις k � `.
Ορισµός 2.18. ΄Εστω M 2 Rk�`, ` � k. Το πολυώνυµο ορίζουσας (determinant polynomial) τουM είναι : detpol(M) := det(M (k))X`�k + � � � + det(M (`))
όπου M (i) είναι ένας τετραγωνικός υποπίνακας του M , ο οποίος αποτελείται από τις πρώτες k � 1
στήλες και την i στήλη (` � i � k).

Ορισµός 2.19 (subresultants). ΄Εστω A;B 2 R[X℄, όπως στην Εξ. (2.7).

• Η k (πολυωνυµική) υπο-επιλύουσα (kth subresultant) των A και B είναι το πολυώνυµο

SRk(A;B) = detpol(Mk)
όπου Mk = mat(Xq�k�1A; : : : ; A;Xp�k�1B; : : : ; B).

• Η ακολουθία υπο-επιλυουσών (subresultant chain) των A και B είναι :

SR(A;B) = (SRq+1 = A;SRq = B;SRq�1; : : : ;SR0)
• Ο k�οστός πρωτεύων συντελεστής της υπο-επιλύσουσας (kth principal subresultant coef-

ficient) των A και B είναι

psck(A;B) = det(M (k)k ); 0 � k � q
όπου pscq+1 = 1.

Αν δεν υπάρχει ο κίνδυνος σύγχυσης τότε ϑα συµβολίζουµε SRi(A;B) = SRi και psci(A;B) =
psci = sri.

Οι υπο-επιλύουσες δεν είναι τίποτα άλλο από κάποια υλοποίηση πολυωνυµικών ακολουθιών

υπολοίπων µε τις επιπλέον ιδιότητες ότι τα πολυώνυµα της ακολουθίας είναι στο R[X℄, ότι συµ-

περιφέρονται καλά κάτω από οµοµορφισµούς εκτίµησης και ότι ανR = Z η αύξηση στο δυαδικό

µήκος των πολυωνύµων είναι το πολύ γραµµική.

Παρατηρούµε ότι ο πίνακας M0 = mat(Xq�1A; : : : ; A;Xp�B; : : : ; B) είναι ο πίνακας Syl-

vester των A και B, δηλαδή ισχύει Syl(A;B) = M0. Πιο συγκεκριµένα ισχύει το ακόλουθο

ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 2.20

Το πολυώνυµο SR0(A;B) είναι (εκτός ίσως από το πρόσηµό του) η επιλύουσα τωνA καιB, δηλαδή

SR0(A;B) = �res(A;B).
Από την ακολουθία SR(A;B) µπορούµε να υπολογίσουµε τον ΜΚ∆ των A και B. Πιο συγκε-

κριµένα ισχύει ότι :

SRk(A;B) = gcd(A;B), �
psc0(A;B) = � � � = psck�1(A;B) = 0

psck(A;B) 6= 0
και deg(gcd(A;B)) = k.
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Από τον ορισµό του πρωτεύοντος συντελεστή της υπο-επιλύουσας προκύπτει ότι µπορεί να

είναι και µηδέν ! ∆ηλαδή ο πρωτεύων συντελεστής δεν είναι απαραίτητα και ο µεγιστοβάθµιος

όρος της υπο-επιλύουσας. Στη γενική περίπτωση ισχύει lead (SRi) 6= psci και deg(SRi) � i.
΄Οταν 8i ισχύει psci 6= 0, δηλαδή deg(SRi) = i, τότε η ακολουθία είναι κανονική (normal

ή regular) αλλιώς είναι ελαττωµατική (defective). Οι ορισµοί είναι ακριβώς οι ίδιοι µε αυτούς

των πολυωνυµικών ακολουθιών υπολοίπων. Επίσης, αν deg(SRj) = k < j, τότε SRi = 0 γιαj + 1 � i > k και deg(SRk) = k και SRj � SRk. Αυτό είναι και το κλασικό ϑεώρηµα δοµής

για τις υπο-επιλύουσες (gap structure theorem of subresultants) [54, 178].

Πρέπει να προσθέσουµε ότι ϑα µπορούσαµε να είχαµε χρησιµοποιήσει τον πίνακα Bézout

προκειµένου να ορίσουµε την ακολουθία υπο-επιλυουσών [20, 21, 136].

Προκειµένου οι ακολουθίες υπο-επιλυουσών να υπακούουν τον Ορ. (2.9) ϑεωρούµε ότι έχουµε

αποµακρύνει τα µηδενικά πολυώνυµα που ϐρίσκονται στις ενδιάµεσες ϑέσεις της SR(A;B) και

επεκτείνουµε τον ορισµό έτσι ώστε να επιτρέπουµε να υπάρχουν δύο, συνεχόµενα, ίδιου ϐαθµού

πολυώνυµα στην ακολουθία.

Τόσο οι υπο-επιλύουσες όσο και οι συντελεστές τους προκύπτουν ως ορίζουσες κάποιων υπο-

πινάκων του πίνακα Sylvester και γι΄ αυτό έχουν πολύ καλή συµπεριφορά κάτω από οµοµορφι-

σµούς εκτίµησης, δείτε για παράδειγµα [118, 119, 120, 178]. ∆ηλαδή, µπορούµε να ϑεωρήσουµε

τους συντελεστές των πολυωνύµων ως παραµέτρους, να υπολογίζουµε τις υπο-επιλύουσες συµ-

ϐολικά και στη συνέχεια να αποδώσουµε τιµές στους παραµέτρους έχοντας την εγγύηση ότι ϑα

υπολογίσουµε το ίδιο αποτέλεσµα µε το αν είχαµε αντικαταστήσει τις παραµέτρους στην αρχή

και στη συνέχεια υπολογίζαµε την ακολουθία των υπο-επιλυουσών.

Επίσης, το γεγονός ότι ορίζονται από ορίζουσες µας επιτρέπει να ϕράξουµε το δυαδικό µή-

κος των πολυωνύµων της ακολουθίας χρησιµοποιώντας την ανισότητα του Hadamard, δείτε για

παράδειγµα [275, 276], και πιο συγκεκριµένα αν R = Z τότε ισχύει ότι L (SRi) = O(p� ).
Ωστόσο, προκειµένου να υπολογίσουµε τις υπο-επιλύουσες δεν υπολογίζουµε ορίζουσες. Ο

λόγος είναι ότι η πολυπλόκοτητα του υπολογισµού της ορίζουσας είναι O(p3) και καθώς έ-

χουµε O(q) πολυώνυµα στην ακολουθία ϑα καταλήγαµε σε έναν αλγόριθµο µε πολυπλοκότηταO(p3q) που απέχει πολύ από το ϐέλτιστο που είναι O(pq). Οι αλγόριθµοι που υπολογίζουν

υπο-επιλύουσες εκµεταλλεύονται την ειδική µορφή του πίνακα Sylvester και συνάγουν διάφο-

ϱα ϑεωρήµατα που αφορούν διαιρέτες του περιεχοµένου των πολυωνύµων της ακολουθίας των

υπο-επιλυουσών και χρησιµοποιούν ψευδο-διαιρέσεις. Το πιο γνωστό ϑεώρηµα είναι το εξής :

Θεώρηµα 2.21

Για 0 < k < q, k < q� 1, το ψευδο-υπόλοιπο των SRk+1 και SRk είναι πολλαπλάσιο του SRk�1,
δηλαδή

SRk�1 = prem (SRk+1;SRk) = lead (SRk+1)
Το προηγούµενο ϑεώρηµα µας παρέχει ένα αλγόριθµο υπολογισµού της ακολουθίας ο οποίος

είναι πολυπλοκότητας O(p q) ή OB(p qM (p � )), όταν R = Z.

Η παρουσίαση και άλλων ϑεωρηµάτων είναι πέρα πό τις επιδιώξεις της παρούσας διατριβής.

Ο αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει στη ϐιβλιογραφία [54, 175, 176, 263, 264] για περισότε-
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ϱες λεπτοµέρειες. Για λόγους πληρότητας ϑα παρουσιάσουµε χωρίς απόδειξη µερικούς ακόµα

κανόνες υπολογισµού ακολουθιών πολυωνυµικών υπολοίπων ή ακολουθιών υπο-επιλυουσών:

[54] reduced�PRS(A;B) 8>>><>>>: aq+1 = 1(ai; bi) = �
r
Æi+1i ; ai+1�Ri�1 = rem (aiRi+1; Ri) =biQi = quo (ai Ri+1; Ri) 9>>>=>>>; (2.14)

[34, 54] Subresultant�PRS(A;B) 8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:
rq+1 = 1(ai; bi) = �

r
Æi+1i ;�ri+1  Æi+1i � i = ( �1 i = q(�ri+1)Æi+1  1�Æi+1i+1 αλλιώςRi�1 = rem (aiRi+1; Ri) =biQi = quo (aiRi+1; Ri)

9>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>;
(2.15)

[36, 37] improved�PRS(A;B) 8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:
rq+1 = 1(ai; bi) = �

r
Æi+1i ;�ri+1  Æi+1i ��Æi�1i+1 ��i i = ( �1 i = q(��i+2 ri+1)Æi+1  1�Æi+1i+1 αλλιώςRi�1 = rem (ai Ri+1; Ri) =biQi = quo (aiRi+1; Ri)

9>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>;
(2.16)

όπου τα �i είναι τέτοια ώστε να ικανοποιείται η Εξ. (2.9). Ο Brown [36, 37] προτείνει �i =gd (lead (A) ; lead (B)).
Ακολουθίες Sturm-Habicht

Υπάρχουν επίσης και οι ακολουθίες Sylvester-Habicht, οι οποίες συµβολίζονται µε StHa(A;B)
και οι οποίες αν B = A0 ονοµάζονται ακολουθίες Sturm-Habicht [14, 118, 119, 175, 176]. Οι

ακολουθίες αυτές είναι εξ ορισµού προσηµασµένες (δείτε τον Ορ. 2.3) και όταν η ακολουθία είναι

κανονική είναι, εκτός από κάποιο πρόσηµο, οι ίδιες µε την SR(A;B). ΄Οταν όµως η ακολουθία

είναι ελαττωµατική τότε τα πολυώνυµα που την αποτελούν έχουν µικρότερους συντελεστές.

΄Οσον αφορά του κανόνες υπολογισµού της, υποθέτουµε ότι έχουµε δύο συνεχόµενα πολυώ-

νυµα Rj και Rj�1 της ακολουθίας και ϑέλουµε να υπολογίσουµε τα δύο επόµενα, δηλαδή τα Rk
και Rk�1. Οι κανόνες είναι

1. hkRj�1 = rj�1Rk, όπου hk = (�1)(j�k)(j�k+1)=2 r
j�kj�1

r
j�k�1j .

2. R` = 0, για k < ` < j.
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3. r2j Rk�1 = � rem (rj�1 hk Rj; Rj�1).
όπου ο υπολογισµός του υπολοίπου στην τελευταία σχέση εµπεριέχει µόνο ακριβείς διαιρέσεις

µε τους συντελεστές του διαιρέτη και του διαιρετέου. Αν deg(Rj�1) = j � 1 τότε k = j � 1 και η

ακολουθία είναι κανονική. Την ακολουθία αυτή έχουµε χρησιµοποιήσει στις υλοποιήσεις µας.

Γενικευµένες ακολουθίες Sturm

Οι γενικευµένες ακολουθίες Sturm [275] αποτελούν γενίκευση των ακολουθιών κατά Sturm,

Εξ. (2.11).

Ορισµός 2.22 (Γενικευµένες ακολουθίες Sturm). ΄Εστω A;B 2 R[X ℄ όπως στην Εξ. (2.7).

Ορίζουµε ως γενικευµένη ακολουθία Sturm (generalized Sturm sequence) ή προσηµασµένη πο-

λυωνυµική ακολουθία υπολοίπων (signed polynomial remainder sequence) ή προσηµασµένη ακο-

λουθία υπο-επιλυουσών (signed subresultant chain) των A και B την ακολουθία St(A;B) =(Rq+1 = A;Rq = B;Rq�1; : : : ; Rh), για την οποία ισχύει

aiRi+1 = QiRi + biRi�1 aibi < 0 (2.17)

όπου aibi < 0, q � i � h + 1 και το µήκος της ακολουθίας της ακολουθίας είναι q � h + 2.

Απαιτούµε ai; bi 2 R και Ri 2 R[X℄. Επίσης ϑεωρούµε και την ακολουθία πηλίκων StQ(A;B) =(Qq; Qq�1; : : : ; Qh; Ah).
Οι ακολουθίες υπο-επιλυουσών που παρουσιάσαµε σε προηγούµενες παραγράφους µπορούν

να γίνουν προσηµασµένες είτε προσαρµόζοντας κατάλληλα τους κανόνες υπολογισµού τους είτε

µετά τον υπολογισµό τους να χρησιµοποιήσουµε το αλγόριθµο του Yap [275], ο οποίος είναι

γραµµικός, ώστε να τις καταστήσουµε προσηµασµένες. Επίσης, όλα τα ϑεωρήµατα που ισχύουν

για τις υπο-επιλύουσες ισχύουν και αν είναι προσηµασµένες.

Σηµείωση 2.23. Σε ό,τι ϑα ακολουθήσει ϑα ϑεωρήσουµε µόνο προσηµασµένες ακολουθίες

υπο-επιλυουσών και όταν αναφερόµαστε σε υπο-επιλύουσες ϑα εννοούµε προσηµασµένες υπο-

επιλύουσες.

Προκειµένου να µην επιβαρύνουµε περαιτέρω τον συµβολισµό ϑα ϑεωρήσουµε SR = St και

SRQ = StQ.

Αν SR(A;B) είναι µια (προσηµασµένη) ακολουθία υπο-επιλυουσών τότε συµβολίζουµε µε

SR(A;B ; a) την ακολουθία που προκύπτει αν αποτίµησουµε όλα τα πολυώνυµα της ακολουθίας

στο a, δηλαδή

SR(A;B ; a) = (SRq+1(a);SRq(a); : : : ;SR1(a);SR0(a))
Ορισµός 2.24. ΄Εστω η ακολουθία a = (a0; a1; : : : ; ak) 2 Rk . Ορίζουµε το πλήθος των εναλλα-

γών προσήµων στην ακολουθία a, το οποίο συµβολίζουµε VAR(a), αναγωγικά στο k ως:

VAR(a1) = 0
VAR(a1; : : : ; ak) = �

VAR(a1; : : : ; ak�1) + 1 αν sign(ak�1ak) = �1
VAR(a1; : : : ; ak�1) αλλιώς
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Σηµείωση 2.25. Αν f =Pni=0 aiXi τότε VAR(f) = VAR(an; : : : ; a1; a0).
Τα παρακάτω ϑεωρήµατα αναδεικνύουν τη µεγάλη σηµασία των προσηµασµένων ακολουθιών :

Θεώρηµα 2.26

΄Εστω A;B 2 R[X℄ σχετικά πρώτα µεταξύ τους. Αν a < b, a; b 2 R [ f�1g δεν είναι ϱίζες του A
τότε

VAR (SR(A;B ; [a; b℄)) := VAR (SR(A;B ; a))� VAR (SR(A;B ; b))= XjA()=0
a<<b

sign �A0()B()�
Η αποτίµηση στο �1 πραγµατοποιείται ϑεωρώντας το όριο στο �1. Αν στο προηγούµενο

ϑεώρηµα αντικαταστήσουµε το B = A0 τότε η ποσότητα VAR (SR(A;A0 ; [a; b℄)) µας δίνει το

πλήθος των πραγµατικών ϱιζών του A στο διάστηµα (a; b). Το επόµενο πόρισµα οφείλεται στον

Sturm [248].

Πόρισµα 2.27. ΄Εστω A 2 R[X ℄. Αν a < b, a; b 2 R [ f�1g δεν είναι ϱίζες του A τότε

VAR
�
SR(A;A0 ; a)�� VAR

�
SR(A;A0 ; b)� = #f jA() = 0 ^ a <  < bg

Το προηγούµενο πόρισµα µπορεί να προκύψει ϑεωρώντας B = 1 στο παρακάτω ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 2.28

΄Εστω A;B 2 R[X ℄ σχετικά πρώτα µεταξύ τους. Αν a < b, a; b 2 R δεν είναι ϱίζες του A τότε

VAR
�
SR(A;A0B ; a)�� VAR

�
SR(A;A0B ; b)� = XjA()=0

a<<b

sign (B())
Σηµείωση 2.29. Αν χρησιµοποιούσαµε τις ακολουθίες Sylvester-Habicht ή Sturm-Habicht τό-

τε ο ορισµός του VAR (StHa(A;B ; a)) ϑα πρέπει να τροποποιηθεί ελαφρά. Πιο συγκεκριµένα,

αφού διαγράψουµε τα µηδενικά πολυώνυµα, αποτιµούµε την ακολουθία πάνω στο a και προκει-

µένου να µετρήσουµε τις εναλλαγές προσήµων, µετράµε 1 εναλλαγή για κάθε οµάδα προσήµων[+; 0; 0;�℄ και [�; 0; 0;+℄ και 2 εναλλαγές για κάθε οµάδα [+; 0; 0;+℄ και [�; 0; 0�℄.
Σε ό,τι ϑα ακολουθήσει ϑα συµβολίζουµε µε SR(A) την ακολουθία SR(A;A0).
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Πολυπλοκότητα υπολογισµών µε υπο-επιλύουσες

Θεωρούµε ότι R = Z και A;B;2 Z[X℄ για A και B όπως στην Εξ. (2.7).

Υπάρχουν πολλοί αλγόριθµοι [14, 77, 176, 263, 275] για τον υπολογισµό προσηµασµένων

ακολουθιών υπο-επιλυουσών οι οποίοι ϐασίζονται, ως επί το πλείστον, στους κανόνες που έχουµε

αναφέρει. Με την εξαίρεση του αλγορίθµου του Ducos [77], οι αλγόριθµοι προσπαθούν να είναι

όσο το δυνατόν κοντύτερα στην ψευδο-Ευκλείδια ακολουθία και να υπολογίσουν διαιρέτες του

περιεχοµένου των πολυωνύµων της ακολουθίας.

Μπορούµε να διατυπώσουµε το ακόλουθο ϑεώρηµα [14, 77, 176, 222]:

Θεώρηµα 2.30

΄Εστω A;B 2 Z[X℄ τέτοια ώστε deg(A) = p � q = deg(B) και L (A) = L (B) = � . Η πολυπλο-

κότητα υπολογισµού της ακολουθίας SR(A;B) είναι OB(pqM (p� )), ή eOB(p2q� ). ΕπιπρόσθεταL (SRj(A;B)) = O(p� ).
Η παραπάνω πολυπλοκότητα είναι σχεδόν ϐέλτιστη, µε την εξαίρεση κάποιων σταθερών και λο-

γαριθµικών παραγόντων, καθώς : Υπάρχουν 
(q) πολυώνυµα στην ακολουθία, τα οποία έχουν

ϐαθµούς 
(p), κατά συνέπεια ο συνολικός αριθµός των συντελεστών που εµφανίζονται στην ακο-

λουθία είναι 
(pq). Αυτή η παρατήρηση µας επιτρέπει να επιχειρηµατολογήσουµε ότι η αριθ-

µητική πολυπλοκότητα O(pq) που επιτυγχάνεται από τους αλγορίθµους είναι ϐέλτιστη. Εφόσον

το µέγιστο δυαδικό µήκος των συντελεστών είναι 
(p� ) µε παρόµοιο τρόπο συνάγουµε και ότι η

δυαδική πολυπλοκότητα είναι ϐέλτιστη.

Ωστόσο, το ϕράγµα πολυπλοκότητας αφορά το σύνολο της ακολουθίας SR(A;B). ΄Οταν για

παράδειγµα δεν ενδιαφερόµαστε για όλη την ακολουθία (π.χ µας ενδιαφέρει κάποιο συγκεκρι-

µένο πολυώνυµο της ακολουθίας) ή όταν ο τελικός στόχος είναι η αποτίµηση της ακολουθίας

πάνω σε έναν αριθµό τότε υπάρχουν και πιο γρήγοροι αλγόριθµοι. Η ϐασική τους ιδέα είναι να

αναπαραστήσουν την SR(A;B) εµµέσως µε τη χρήση της αντίστοιχης πολυωνυµικής ακολουθίας

πηλίκων, SRQ(A;B).
Οι αλγόριθµοι είναι διαίρει-και-ϐασίλευε και ϐασίζονται πάνω στην δοµή του αλγορίθµου

half-GCD [247, 275]. Στην σύγχρονη µορφή τους οι αλγόριθµοι παρουσιάστηκαν από τον Rei-

schert [222] και τους Lickteig and Roy [175], δείτε επίσης [263].

Αν SRQ(A;B) = (Q0; Q1; : : : ; Qk�1;SRk) είναι η ακολουθία πηλίκων που αντιστοιχεί στην

SR(A;B) όπου SRk 6= 0, τότε µπορούµε να διατυπώσουµε το ακόλουθο ϑεώρηµα [14, 175, 222,

263]:

Θεώρηµα 2.31

΄Εστω A;B 2 Z[X℄ τέτοια ώστε deg(A) = p � q = deg(B)) και L (A) = L (B) = � . Ο υπο-

λογισµός της ακολουθίας SRQ(A;B), της επιλύουσας, res(A;B), και του ΜΚ∆, gcd(A;B), έχει

πολυπλοκότητα OB(q lg qM (p� )) ή eOB(p q � ). Επιπρόσθετα, L (res(A;B)) = L (gcd(A;B)) =O(p � ).
Παρατηρούµε ότι το πλήθος των συντελεστών της SRQ(A;B) είναι O(q) και ότι έχουν µέγιστο

δυαδικό µήκος O(p� ) [14, 222]. ΄Οσον αφορά στον υπολογισµό κάποιου πολυωνύµου της ακο-

λουθίας SR(A;B) και στον υπολογισµό του gcd(A;B), η πολυπλοκότητα του Θεωρ. 2.31 είναι
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ϐέλτιστη, µε την εξαίρεση κάποιων σταθερών και πολυλογαριθµικών παραγόντων. Αυτό προκύ-

πτει από το γεγονός ότι στη γενική περίπτωση ο ϐαθµός των πολυωνύµων στην ακολουθία είναιO(q) και οι συντελεστές τους έχουν δυαδικό µήκος O(p� ). ∆εν συµβαίνει το ίδιο και µε τον

υπολογισµό του res(A;B). Στη γενική περίπτωση το δυαδικό µήκος όλων των συντελεστών του

res(A;B) είναι O(p� ), για παράδειγµα αν res(A;B) 2 Z.

Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την ακολουθία πηλίκων προκειµένου να υπολογίσουµε την

αποτίµηση της SR(A;B) πάνω σε κάποιο αριθµό [65, 241, 247]. Η αποτίµηση πρέπει να

αρχίσει από το τελευταίο στοιχείο της ακολουθίας υπολοίπων. Το επόµενο ϑεώρηµα [175, 222]

µας παρέχει την πολυπλοκότητα αυτού του υπολογισµού.

Θεώρηµα 2.32

Ο υπολογισµός της αποτίµησης της SR(A;B) πάνω σε ένα αριθµό a 2 Q [ f�1g, L (a) = �,

SR(A;B ; a), έχει πολυπλοκότηταOB(q lg (q)M (max (p�; q�))) ήOB(qM (max (p�; q�))) εάν η

SRQ(A;B) δεν είναι ήδη υπολογισµένη.

Και στις δύο περιπτώσεις η πολυπλοκότητα είναι eOB(qmaxfp�; q�g).
Σηµείωση 2.33. Σε πολλές περιπτώσεις (π.χ αποµόνωση πραγµατικών ϱιζών, σύγκριση πραγ-

µατικών αλγεβρικών αριθµών) χρειάζεται να υπολογίσουµε την αποτίµηση SR(A;B ; a), όπουL (a) = O(p� ). Εάν υπολογίσουµε την αποτίµηση εφαρµόζοντας διαδοχικά τον κανόνα του Hor-

ner τότε αφού υπάρχουν 
(q2) συντελεστές στην ακολουθία και πρέπει να πολλαπλασιάσουµε

αριθµούς δυαδικού µήκους O(p� ) και O(p2� ), η συνολική πολυπλοκότητα είναι eOB(p2q2� ).
Ωστόσο, ακόµα και όταν υπάρχει η ανάγκη υπολογισµού της ακολουθίας SR(A;B) η ακο-

λουθία SRQ(A;B) µπορεί να υπολογιστεί µε την ίδια πολυπλοκότητα [14, 222]. Οπότε µπο-

ϱούµε πάντοτε να χρησιµοποιήσουµε την ακολουθία πηλίκων για αποτιµήσεις.

Το A 2 R[X℄ λέµε ότι είναι χωρίς τετράγωνα αν deg(gcd(A;A0)) = 0. ΄Η διαφορετικά, το A
δεν έχει ϱίζες πολλαπλότητας > 1 στο K. Ορίζουµε το χωρίς τετράγωνα µέρος του A ωςAred = A

gcd(A;A0)
Παρατηρούµε ότι η διαίρεση είναι καλώς ορισµένη στο R[X℄, δηλαδή είναι µια τέλεια διαίρεση

χωρίς υπόλοιπο. Για τον υπολογισµό του χωρίς τετράγωνα µέρους του A, ισχύει το ακόλουθο

ϑεώρηµα [14, Algorithm 10.17, p. 326]:

Θεώρηµα 2.34

Αν A 2 Z[X℄ τέτοιο ώστε deg(A) = p και L (A) = � , τότε το χωρίς τετράγωνα µέρος του A,Ared, µπορεί να υπολογιστεί από την ακολουθία SR(A;A0), µε πολυπλοκότητα OB(p lg pM (p� ))
ή eOB(p2� ). Επιπρόσθετα, L (Ared) = O(p+ � ).
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Σηµείωση 2.35. Υπάρχει ένα ϐήµα κανονικοποίησης [14] στον υπολογισµό του τελευταίου στοι-

χείου της ακολουθίας SR(A;A0) και γι΄ αυτό επιτυγχάνουµε L (Ared) = O(p + � ). Εάν χρη-

σιµοποιούσαµε το γενικό ϕράγµα για τις ακολουθίες υπο-επιλυουσών ή το ϕράγµα του Mignotte

[187] σχετικά µε το δυαδικό µήκος των συντελεστών των διαιρετών ενός πολυωνύµου τότε ϑα

συν άγαµε ότι L (Ared) = O(p� ).
2.4 Πολυώνυµα στη ϐάση Bernstein

΄Ολα τα πολυώνυµα ϐαθµού � d στο R[X ℄ αποτελούν ένα διανυσµατικό χώρο διάστασης d πάνω

στο R. Η συνήθης αναπαράσταση των πολυωνύµων, Εξ. (2.1), είναι κάποιος γραµµικός συνδυα-

σµός των στοιχειωδών πολυωνύµων f1; X; : : : ; Xdg. Αυτά τα στοιχειώδη πολυώνυµα αποτελούν

και (µία) ϐάση του διανυσµατικού χώρου η οποία ονοµάζεται ϐάση δυνάµεων (power basis).

Ωστόσο, µπορούµε να αναπαραστήσουµε τα πολυώνυµα χρησιµοποιώντας άλλες ϐάσεις. Στην

παρούσα παράγραφο παρουσιάσουµε συνοπτικά τη ϐάση Bernstein για την αναπαράσταση των

πολυωνύµων. Η αναπαράσταση σε ϐάση Bernstein είναι αριθµητικά ευσταθής σε αντίθεση µε τη

ϐάση δυνάµεων που είναι αριθµητικά ασταθής. Αυτός είναι και ο λόγος που έχει πολύ µεγάλη

πρακτική σηµασία. Θα πρέπει ωστόσο να τονίσουµε ότι η διαδικασία µετατροπής από τη ϐάση

των δυνάµεων στη ϐάση Bernstein και το αντίστροφο είναι διαδικασίες αριθµητικά ασταθείς.

Για περισσότερες λεπτοµέρειες και για µια πιο εκτενή περιγραφή της ϐάσης Bernstein και των

ιδιοτήτων της ο αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει στη ϐιβλιογραφία, π.χ [102, 103, 104].

΄Εστω R[X℄d το σύνολο των πραγµατικών πολυωνύµων ϐαθµού � d. ΄Εστω a < b 2 R,

συµβολίζουµε µε

B
id(X; a; b) = �di�(X � a)i(b�X)d�1(b� a)d i = 0; : : : ; d

τη ϐάση Bernstein των R[X ℄d στο διάστηµα [a; b℄.
Για κάθε πολυώνυµο f 2 R[X ℄d = Pdi=0 biBid(X; a; b), το οποίο αναπαρίσταται στη ϐάση

Bernstein, οι συντελεστές b = (bi)i=0;:::;d ονοµάζονται συντελεστές ελέγχου (control coefficients)

του f . Συµβολίζουµε µε VAR(f) � VAR(b), το πλήθος των εναλλαγών προσήµου. στην ακολουθία

b των συντελεστών (αφού αφαιρέσουµε τα µηδενικά).

∆οθέντος πολυωνύµου f µε αναπαράσταση στη ϐάση Bernstein στο διάστηµα I = [a; b℄, ο

αλγόριθµος του de Casteljau, δείτε για παράδειγµα [14, 205], µας επιτρέπει να υπολογίσουµε την

αναπαράσταση του f σε δύο υποδιαστήµατα του I, IL = [a; (1�t)a+tb℄ και IR = [(1�t)a+tb; b℄,
όπου 0 � t � 1. Πιο συγκεκριµένα, bL = (bi0)i=0;:::;d (αντίστοιχα bR = (bd�ii )i=0;:::;d) είναι οι

συντελεστές ελέγχου του f στο IL (αντίστοιχα IR), όπου b0i = bi; i = 0; : : : ; d; καιbri = (1� t) br�1i + t br�1i+1 (t); 0 � i � d� r; 0 � r � d: (2.18)

Προκειµένου να αναλύσουµε την πολυπλοκότητα του αλγορίθµου του de Casteljau αναφέ-

ϱουµε µερικούς πολυωνυµικούς µετασχηµατισµούς που σχετίζονται µε αναπαράσταση στη ϐάση
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Bernstein. Ο αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει στους Mourrain et al. [205] για περισσότερες

λεπτοµέρειες.

΄Εστω R[X;Y ℄[d℄ το σύνολο όλων των οµογενών πολυωνύµων ϐαθµού d µε µεταβλητές (X;Y ).
Για κάθε f 2 R[X ℄d , συµβολίζουµε µε f την οµογενοποίηση του f στο ϐαθµό d. Για � 6= 0; � 2 R
ϑεωρούµε τις ακόλουθες απεικονίσεις R2 ! R2 :

• R : (X;Y ) 7! (Y;X),
• H� : (X;Y ) 7! (�X; Y ),
• H0� : (X;Y ) 7! (X;�Y ),
• T� : (X;Y ) 7! (X � �Y; Y ),
• T0� : (X;Y ) 7! (X;Y � �X).
Η σύνθεση των παραπάνω απεικονίσεων µε το f παράγει αντιστρέψιµες απεικονίσεις πάνω στο

σύνολο των πολυωνύµων ϐαθµού d και οι αντίστοιχες απεικονίσεις στα µη οµογενή πολυώνυµα

τις οποίες και ϑα συµβολίσουµε µε τα ίδια σύµβολα είναι, 8f 2 R[X ℄d :

• R(f) = Xdf(1=X),
• H�(f) = f(�X),
• H0�(f) = f(��1X),
• T�(f) = f(X � �),
• T0�(f) = (1� �X)df( X1��X ).
Για κάθε πολυώνυµο f(X) =Pdi=0 biBid(X; a; b), έχουµε

R Æ T1 Æ R ÆHb�a Æ T�a(f) = dXi=0 �di�biXi:
Ας ϑεωρήσουµε ένα διάστηµα [; d℄. Η αναπαράσταση του f στη ϐάση Bernstein στο [; d℄ είναιf(X) =Pdi=0 b0iBid(X; ; d). Η απεικόνιση η οποία µετασχηµατίζει το f από τη ϐάση Bernstein

στο διάστηµα [a; b℄ στη ϐάση Bernstein στο διάστηµα [; d℄, δηλαδή από το
Pdi=0 �di�biXi στοPdi=0 �di�b0iXi είναι

R Æ T1 Æ R ÆHd� Æ T� Æ Ta ÆH 1b�a Æ R Æ T�1 Æ R = T01 ÆHd� Æ Ta� ÆH 1b�a Æ T0�1 (2.19)

Αν ϑεωρήσουµε [a; b℄ = [0; 1℄ και [; d℄ = [0; 12 ℄ τότε η απεικόνιση (2.19) γίνεται : R ÆT�1 ÆR Æ
H 12 Æ R Æ T1 Æ R. Μετά από απλοποιήσεις, έχουµε

SL : f 7! f �X + Y2 ; Y2 � = f Æ T�1 ÆH012 : (2.20)
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Αν ϑεωρήσουµε τη συµµετρική περίπτωση, δηλαδή [a; b℄ = [0; 1℄ και [; d℄ = [12 ; 1℄ τότε η

απεικόνιση (2.19) γίνεται : RÆT�1 ÆRÆH 12 ÆT� 12 ÆRÆT1 ÆR. Η οποία αντιστοιχεί στην ακόλουθη

απεικόνιση στα οµογενή πολυώνυµα:

SR : f 7! f �X2 ; X2 + Y� = f Æ T0�1 ÆH 12 : (2.21)

Και στις δύο περιπτώσεις, αν πολλαπλασιάσουµε µε 2d παράγουµε την απεικόνιση SR : p 7!p(X;X+2Y ), (αντίστοιχα SL : p 7! p(2X+Y; Y )), η οποία ενεργεί σε πολυώνυµα µε ακέραιους

συντελεστές.

Η επόµενη πρόταση µας επιτρέπεινα υλοποιήσουµε τη διάσπαση ενός πολυωνύµου σε δύο

υποδιαστήµατα µε την εφαρµογή µετασχηµατισµών µετατόπισης.

Πρόταση 2.36. ΄Εστω (bi)i=0;:::;d 2 Zd+1 οι συντελεστές ενός πολυωνύµου f στη ϐάση Bernstein

στο διάστηµα [a; b℄, και έστω � ένα ϕράγµα στο δυαδικό µήκος των συντελεστών. Η πολυπλοκότητα

του υπολογισµού των συντελεστών στη ϐάση Bernstein του f πάνω στα δύο υποδιαστήµατα [a; a+b2 ℄
και [a+b2 ; b℄ ϕράσσεται από eOB(d(d+ �)) και το δυαδικό µήκος των συντελεστών από d+ �.

Απόδειξη: Χρησιµοποιώντας το σχήµα του de Casteljau, Εξ. (2.18) µε t = 12 , αποδεικνύουµε

µε επαγωγή ότι οι συντελεστές bri = (br�1i +br�1i+1 )2 είναι της µορφής
bri2i , όπου bri 2 Z είναι δυαδικού

µήκους � � + r. Θέτοντας τον ίδιο παρανοµαστή 2d προκύπτουν ακέραιοι συντελεστές µήκους� � + d.
Συµβολίζουµε µε � 0 το µήκος των συντελεστών (�di�bi)i=0;:::;d όπου (bi)i=0;:::;d είναι οι συντε-

λεστές του f στη ϐάση Bernstein (Bid(X; a; b))i=0;:::;d. Παρατηρούµε ότι � 0 � � + d.
Για τον υπολογισµό των συντελεστών του f στα διαστήµατα [a; a+b2 ℄ και [a+b2 ; b℄, εφαρµόζουµε

τις ίδιες απεικονίσεις όπως όταν υπολογίζαµε τους συντελεστές ενός πολυωνύµου στη ϐάση

Bernstein στα διαστήµατα [0; 12 ℄ και [12 ; 1℄, δοθέντος της αναπαράστασης σε ϐάση Bernstein στο

διάστηµα [0; 1℄.
Σύµφωνα µε την Εξ. (2.20), η εκτέλεση του αλγόριθµου de Casteljau αντιστοιχεί αρχικά στον

πολλαπλασιασµό µε τους διωνυµικούς συντελεστές, στη συνέχεια σε µια µετατόπιση Y ! X+Y ,

σε µια κλιµάκωση της µιας µεταβλητής του οµογενούς πολυωνύµου f κατά 12 και τέλος σε µια

διαίρεση µε τους διωνυµικούς συντελεστές1.

Εφόσον το δυαδικό µήκος των δυωνυµικών συντελεστών ϕράσσεται από d (το άθροισµά τους

είναι 2d), πολλαπλασιάζοντας τους µε bi κοστίζει το πολύ eOB(d(� + d)). Η µετατόπιση κατά 1
ενός πολυωνύµου ϐαθµού d µε συντελεστές δυαδικού µήκους � � + d απαιτεί eOB(d(d + �))
[262] και παράγει ένα πολυώνυµο µε συντελεστές µήκους O(� + d). Συνεπώς η µετατόπιση του

πολυωνύµου κατά 12 και ο υπολογισµός του πηλίκου µε τους διωνυµικούς συντελεστές απαιτείeOB(d(� + d)) δυαδικές πράξεις..

Κατά συνέπεια, η πολυπλοκότητα του υπολογισµού των συντελεστών Bernstein του f στο

υποδιάστηµα [a; a+b2 ℄ ϕράσσεται από eOB(d(� + d)). Εκ συµµετρίας, αντιστρέφοντας τους συν-

τελεστές του f , προκύπτει το ίδιο ϕράγµα για τους συντελεστές του f στο [a+b2 ; b℄.
΄Ετσι ολοκληρώνεται η απόδειξη. ΟΕ∆
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2.5 Σύνοψη – Μελλοντικές επεκτάσεις

Το κεφάλαιο περιέχει τις ϐασικές αλγεβρικές και αλγοριθµικές έννοιες που απαιτούνται για την

κατανόηση της διατριβής. Παρουσιάµε την πολυπλοκότητα των ϐασικών πράξεων µε ακέραιους

αριθµούς και πολυώνυµα σε µία µεταβλητή, την έννοια της επιλύουσας και της διακρίνουσας και

τις ακολουθίες πολυωνυµικών υπολοίπων. Τέλος, παρουσιάσαµε συνοπτικά την αναπαράσταση

των πολυωνύµων στη ϐάση Bernstein και αποδείξαµε ότι δοθέντος ενός πολυωνύµου στη ϐάση

Bernstein σε κάποιο διάστηµα, ο υπολογισµός των συντελεστών του σε δύο υποδιαστήµατα του

αρχικού διαστήµατος ανάγεται σε δύο µετατοπίσεις κατά 1 και άρα η πολυπλοκότητά του είναι

αυτή της µετατόπισης.

΄Οπως γίνεται εύκολα κατανοητό από τον αναγνώστη η περιοχή των (προσηµασµένων) πο-

λυωνυµικών ακολουθιών υπολοίπων είναι τεράστια µε πολλούς, µερικές ϕορές αντικρουόµενους,

ορισµούς και δεκάδες ϑεωρήµατα. Θεωρούµε ως µεγάλη επιστηµονική πρόκληση τη πρόταση

µιας ϑεωρίας που να ενοποιεί και να απλοποιεί τις παρούσες προσεγγίσεις. Επίσης µια ενδελεχής

πειραµατική µελέτη των διαφόρων αλγορίθµων υπολογισµού των ακολουθιών υπολοίπων πρέπει

να είναι από τις πρώτες προτεραιότητες.

Το µεγαλύτερο ανοιχτό πρόβληµα αφορά τον υπολογισµό της επιλύουσας δύο πολυωνύµων.

∆οθέντων δύο πολυωνύµων ϐαθµού d και δυαδικού µήκους � , οι καλύτεροι µέχρι σήµερα αλγό-

ϱιθµοι υπολογίζουν την επιλύουσα µε πολυπλοκότητα eOB(d2� ) [175, 222]. Ωστόσο, η επιλύουσα

έχει δυαδικό µήκοςO(d� ) στη χειρότερη περίπτωση. Υπάρχει αλγόριθµος, έστω και πιθανοτικός,

που να υπολογίζει την επιλύουσα δύο πολυωνύµων µε πολυπλοκότητα eOB(d� );
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κεφαλαιο 3

Πραγµατική επίλυση πολυωνύµων σε µία

µεταβλητή

Οµαδοποίησε τους υπολογισµούς.

Ταξινόµησέ τους ανάλογα µε την

πολυπλοκότητά τους και όχι

σύµφωνα µε τη µορφή τους. Αυτή

νοµίζω είναι η αποστολή των

µελλοντικών µαθηµατικών.

Evariste Galois

Περίληψη

∆οθέντος ενός ακέραιου πολυωνύµου, όχι απαραίτητα χωρίς τετράγωνα, σε µία µεταβλητή παρουσιά-

Ϲουµε αλγορίθµους για τον υπολογισµό διαστηµάτων µε ϱητά άκρα που αποµονώνουν τις πραγµατικές

ϱίζες του και υπολογίζουν τις πολλαπλότητές τους.

Τα πρωτότυπα αποτελέσµατα του κεφαλαίου αφορούν τη µελέτη της ποιότητας των ϕραγµάτων για

τις ϑετικές πραγµατικές ϱίζες, ένα ϑεώρηµα για τα σύνθετα ϕράγµατα διαχωρισµού, την ενοποίηση και

απλοποίηση της ϑεωρίας για τους αλγορίθµους επίλυσης πολυωνύµου που ϐασίζονται στην υποδιαίρεση

και τη ϐελτίωση της πολυπλοκότητας κατά δύο παράγοντες του αλγορίθµου των συνεχών ϕραγµάτων. Επι-

πρόσθετα, για όλους τους αλγορόιθµους επίλυσης, αποδεικνύουµε ότι το ϕράγµα πολυπλοκότητας ισχύει

και για πολυώνυµα µε τετράγωνα και ότι µε την ίδια πολυπλοκότητα υπολογίζουµε και την πολλαπλότητα

των ϱιζών. Μέρος των αποτελεσµάτων παρουσιάστηκε στις εργασίες [97, 252, 253].

Η
επίλυση πολυωνυµικών εξισώσεων είναι ένα από τα παλαιότερα και πιο γνωστά προβλή-

µατα στα µαθηµατικά. Οι προσπάθειες επίλυσης της πολυωνυµικής εξίσωσης αποτέλεσαν

τη γεννησιουργό αιτία για πολλές από τις πιο σηµαντικές µαθηµατικές έννοιες. Ενδει-

κτικά αναφέρουµε τους άρρητους και τους µιγαδικούς αριθµούς, τη ϑεωρία οµάδων, την έννοια

του σώµατος και του ιδεώδους, τη ϑεωρία των συµµετρικών συναρτήσεων και την επιλύουσα.
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Στη σύγχρονη ιστορία των µαθηµατικών η επίλυση της πολυωνυµικής εξίσωσης δεν κατέχει τον

κεντρικό ϱόλο που κατείχε στους περασµένους αιώνες, αν και εξακολουθεί να αποτελεί το κεντρικό

πρόβληµα για τους ερευνητές στις περιοχές της αριθµητικής ανάλυσης και της υπολογιστικής

άλγεβρας, τουλάχιστον. Ο αναγνώστης που ενδιαφέρεται για την ιστορική εξέλιξη της επίλυσης της

πολυωνυµικής εξίσωσης, κυρίως από τη σκοπιά της αριθµητικής ανάλυσης, µπορεί να ανατρέξει

στις εργασίες του Pan [210, 211]. Επίσης σχεδόν όλες οι εργασίες σχετικά µε την επίλυση

πολυωνυµικών εξισώσεων περιέχονται στην ιστοσελίδα του John Michael McNamee1, δείτε επίσης

[183, 184, 185].

Τα τελευταία 20 µε 30 χρόνια η επίλυση, ή πιο σωστά, οι αλγόριθµοι επίλυσης της πολυω-

νυµικής εξίσωσης ϐρίσκονται ξανά στο επίκεντρο καθώς πολλές επιστηµονικές περιοχές, όπως η

µη γραµµική υπολογιστική γεωµετρία, η σχεδίαση µε υπολογιστή, η γεωµετρική µοντελοποίηση,

τα συστήµατα γεωγραφικών πληροφοριών και η ϱοµποτική έχουν επικεντρωθεί σε προβλήµατα

µε καµπύλα αντικείµενα ή/και σε προβλήµατα που περιέχουν µη γραµµικότητες πολυωνυµικής

µορφής. Σε τέτοια προβλήµατα η επίλυση της πολυωνυµικής εξίσωσης παίζει πολύ σηµαντικό

ϱόλο τόσο από ϑεωρητική όσο από πρακτική άποψη.

Πώς ορίζεται όµως η πολυωνυµική εξίσωση και τί εννούµε µε τον όρο επίλυση ;

Σε ό,τι ϑα ακολουθήσει ϑα ϑεωρήσουµε το πολυώνυµο A 2 R[X℄, όπου R κάποιος υποδα-

κτύλιος του C , και A(X) = adXd + ad�1Xd�1 + � � �+ a1X + a0 (3.1)

Προκειµένου να αποφύγουµε εκφυλισµένες περιπτώσεις ϑεωρούµε ad a0 6= 0. Αν A 2 Z[X℄ τότεL (A) = � . Η πολυωνυµική εξίσωση είναι η εξίσωσηA(X) = 0
Με τον όρο επίλυση εννοούµε τον υπολογισµό αριθµών , τέτοιων ώστε να ισχύει A() = 0.

Αυτοί οι αριθµοί ονοµάζονται ϱίζες (roots) της πολυωνυµικής εξίσωσης. Το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα

της άλγεβρας (Fundamental theorem of algebra), το οποίο διατυπώθηκε αρχικά από τον De-

scartes και του οποίου η πρώτη (ηµιτελής) απόδειξη παρουσιάστηκε στη διδακτορική διατριβή

του Gauss, µας εξασφαλίζει ότι το πολυώνυµο έχει ακριβώς τόσες (µιγαδικές) ϱίζες όσες και ο

ϐαθµός του, αν µετρήσουµε και τις πολλαπλότητές τους. ∆ηλαδή υπάρχουν µιγαδικοί αριθµοί1; : : : ; d 2 C τέτοιοι ώστε η (3.1) να γράφεται ωςA(X) = ad dYi=1 (X � i)
Αν ενδιαφερόµαστε για τον υπολογισµό µόνο των πραγµατικών ϱιζών τότε χρησιµοποιούµε

τον όρο πραγµατική επίλυση. Σχετικά µε το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα της άλγεβρας ο αναγνώστης

µπορεί να ανατρέξει για παράδειγµα στους van der Waerden [258] και Uspensky [255].

Στην παρούσα διατριβή ϑα ασχοληθούµε µε την πραγµατική επίλυση ακέραιων πολυωνύµων,

δηλαδή A 2 Z[X℄. Οι αριθµοί που προκύπτουν ως λύσεις ακεραίων πολυωνύµων ονοµάζονται

αλγεβρικοί αριθµοί και αν είναι πραγµατικοί τότε ονοµάζονται πραγµατικοί αλγεβρικοί αριθµοί.

Πιο συγκεκριµένα

1www1.elsevier.com/homepage/sac/cam/mcnamee/
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Ορισµός 3.1. ΄Ενας πραγµατικός αριθµός ονοµάζεται πραγµατικός αλγεβρικός αριθµός αν είναι

ϱίζα κάποιου πολυωνύµου µε ακέραιους συντελεστές.

Το σύνολο των πραγµατικών αλγεβρικών αριθµών είναι σώµα και το συµβολίζουµε µε Ralg .

Το Ralg είναι αριθµήσιµο και ισχύειN � Z� Q � Ralg � R � C
Αν  2 Ralg τότε από όλα τα πολυώνυµαA 2 Z[X℄ για τα οποία ισχύειA() = 0, εκείνα µε τον

ελάχιστο ϐαθµό ονοµάζονται ελαχιστικά (minimal) πολυώνυµα του . Αν επιπλέον απαιτήσουµε

το πολυώνυµο να είναι πρωταρχικό (primitive) τότε ονοµάζεται ελάχιστο (minimum) πολυώνυµο

του . Ο ϐαθµός του , deg(), είναι ο ϐαθµός του ελάχιστου πολυωνύµου του και αν  = 0 τότε

εξ ορισµού το ελάχιστο πολυώνυµο είναι το A = 0 και deg() = �1. Αν το A έχει και άλλες

(µιγαδικές) ϱίζες εκτός από το  τότε αυτοί οι αριθµοί ονοµάζονται συζυγείς (conjugate) του .

Κατά συνέπεια το πρόβληµα της επίλυσης της πολυωνυµικής εξίσωσης είναι (σχεδόν) ισοδύ-

ναµο µε το πρόβληµα της κατασκευής των στοιχείων του Ralg . Οπότε τίθεται το ερώτηµα: Πώς

αναπαριστούµε τα στοιχεία του Ralg ή ισοδύναµα ποιά είναι η έξοδος των αλγορίθµων πραγµατι-

κής επίλυσης πολυωνυµικών εξισώσεων ;

Για να απαντήσει στα παραπάνω ερωτήµατα, η αλγεβρική προσέγγιση υπολογίζει τις λύσεις

µιας πολυωνυµικής εξίσωσης µε τη ϐοήθεια των ϐασικών πράξεων και ϱιζικών. Η προσέγγιση

αυτή στη γενική περίπτωση, όπως απέδειξαν οι εργασίες των Abel και Galois δεν µπορεί να

επιλύσει πολυώνυµα ϐαθµού µεγαλύτερου από 4.

Η αριθµητική προσέγγιση υπολογίζει κάποια προσέγγιση στις ϱίζες µέχρι κάποια ακρίβεια, η

οποία είτε είναι είσοδος στον αλγόριθµο είτε είναι το ϕράγµα διαχωρισµού (Εν. 3.2) και ϐασίζεται

σε αριθµούς κινητής υποδιαστολής. Χαρακτηριστικά παραδείγµατα αυτής της προσέγγισης είναι

οι εργασίες των Pan [210, 213, 214], Renegar [223], Schönhage [239]. Ο αναγνώστης µπορεί

επίσης να ανατρέξει στους Henrici [131], Marden [181], Obreschkoff [207], Ostrowski [209],

Ralston and Rabinowitz [221], Stetter [246] για περισσότερα αποτελέσµατα σχετικά µε µεθόδους

και αλγορίθµους αριθµητικής επίλυσης.

Οι αλγόριθµοι πραγµατικής επίλυσης ακέραιων πολυωνύµων σε µία µεταβλητή, που ϑα µας

απασχολήσουν, έχουν ως έξοδο διαστήµατα µε άκρα ϱητούς αριθµούς που ϑα περιέχουν µία

και µόνο µία ϱίζα του A(X) και εµπεριέχουν πράξεις µόνο µε ακεραίους απεριόριστης ακρί-

ϐειας. Τα διαστήµατα αυτά ονοµάζονται διαστήµατα αποµόνωσης και οι αλγόριθµοι ονοµάζονται

αλγόριθµοι αποµόνωσης. Ο διαχωρισµός του προβλήµατος της προσέγγισης από το πρόβληµα

της αποµόνωσης των (πραγµατικών) ϱιζών ενός πολυωνύµου, πιθανόν οφείλεται στον Lagrange

[167], χωρίς ωστόσο να παραγνωρίσουµε τη συµβολή των Fourier [107], Sturm [248], Vincent

[261]. Στη σύγχρονη εκδοχή τους οι αλγόριθµοι αποµόνωσης παρουσιάστηκαν από τους Uspen-

sky [255], Collins and Loos [55] και Collins and Akritas [52]. Θα επανέλθουµε στις σχετικές

εργασίες για αλγορίθµους αποµόνωσης στη συνέχεια του κεφαλαίου. Επιπρόσθετα, οι αλγόριθ-

µοι που ϑα παρουσιάσουµε υπολογίζουν και τις πολλαπλότητές των πραγµατικών ϱιζών εκτός

από τα διαστήµατα αποµόνωσης τους. ΄Οσον αφορά στην αναπαράσταση των στοιχείων του Ralg
ϑα την παρουσιάσουµε αναλυτικά στο επόµενο κεφάλαιο.

Συνοψίζοντας και υιοθετώντας την ορολογία του Yap [275], το παρόν κεφάλαιο ασχολείται µε

το ϑεµελιώδες υπολογιστικό πρόβληµα της άλγεβρας.
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Τι ϑα ακολουθήσει

Αρχικά παρουσιάζουµε το µέτρο Mahler για πολυώνυµα και πραγµατικούς αλγεβρικούς αριθ-

µούς και διαφόρων ειδών ϕράγµατα στις πραγµατικές και µιγαδικές ϱίζες ενός πολυωνύµου.

Στη συνέχεια παρουσιάζουµε ένα αλγόριθµο για τον υπολογισµό των πολλαπλοτήτων των πραγ-

µατικών ϱιζών ενός πολυωνύµου. Τέλος, παρουσιάζουµε αλγορίθµους για την αποµόνωση των

πραγµατικών ϱιζών. Πιο συγκεκριµένα παρουσιάζουµε τον αλγόριθµο του Kronecker, τους αλ-

γορίθµους υποδιαίρεσης sturm, descartes και bernstein και τον αλγόριθµο των συνεχών κλα-

σµάτων cf.

3.1 Μέτρο Mahler

Θα παρουσιάσουµε το µέτρο Mahler [180] πολυωνύµων και αλγεβρικών αριθµών. Για τις αποδεί-

ξεις των ϑεωρηµάτων που παραλείπουµε ο αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει στους Mignotte [187]

και Mignotte and Stefanescu [190].

Ορισµός 3.2 (µέτρο Mahler). [180] ΄Εστω A 2 C [X ℄ n C , τέτοιο ώστεA = dXi=0 aiXi = ad(X � 1) � � � (X � d)
όπου ad 6= 0. Το µέτρο Mahler του A, το οποίο συµβολίζουµε ωςM (A), ορίζεται ωςM (A) = jadj dYj=1max f1; jj jg

Για το µέτρο Mahler ισχύουν οι ακόλουθες ιδιότητες :

Λήµµα 3.3. ΄Εστω A;B 2 C [X℄ n C , τέτοια ώστε το µέτρο Mahler να ορίζεται, deg(A) = d καιk 2 N� , τότε

1. M �XdA( 1X )� =M (A(X))
2. M (A �B) =M (A) � M (B)
3. M �A(Xk)� =M (A(X))

Απόδειξη: Θεωρούµε, χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, ότι τα A και B δεν έχουν ούτε το 0 ως

ϱίζα, ούτε κάποια ϱίζα µέτρου 1. ΄Εστω A = Pdi=0 aiXi και B = Ppi=0 biXi των οποίων οι

(µιγαδικές) ϱίζες είναι :j�1j � : : : � j�kj < 1 < j�k+1j � : : : � j�djj�1j � : : : � j�lj < 1 < j�l+1j � : : : � j�pj
Προκειµένου να αποδείξουµε την πρώτη ανισότητα, υπενθυµίζουµε ότι οι συντελεστές του

πολυωνύµου είναι συµµετρικές πολυωνυµικές συναρτήσεις των ϱιζών [187, 190, 275] και ως εκ

τούτου ο σταθερός όρος είναι το γινόµενο των (µιγαδικών) ϱιζών, αν το πολυώνυµο είναι µονικό.

Ηλίας Π. Τσιγαρίδας 50



Αλγεβρικοί αλγόριθµοι και εφαρµογές στη γεωµετρία

Συνεπώς για το A ισχύει ότι
Qdi=1 j�ij = ���a0ad ���. Επίσης, το XdA( 1X ) = a0Xd+ � � �+ ad�1X + ad

έχει (µιγαδικές) ϱίζες 1j�dj � � � � � 1j�k+1j < 1 < 1j�kj � � � � � 1j�1j
΄Αρα M (A) = jadj � j�k+1j � � � j�dj= jadj ����a0ad ���� ���� 1�1 ���� � � � ���� 1�k ���� = ja0j ���� 1�1 ���� � � � ���� 1�k ����= M�XdA� 1X��

΄Οσον αφορά τη δεύτερη ανισότητα, οι µιγαδικές ϱίζες του A �B είναι f�ig1�i�d[f�jg1�j�p.
Επίσης ισχύει ότι lead (A �B) = ad � bp. ΣυνεπώςM (A �B) = adbp dYi=1maxf1; j�ijg pYj=1maxf1; j�j jg =M (A) � M (B)

Η τελευταία ανισότητα είναι τετριµµένη. ΟΕ∆

Η δεύτερη ιδιότητα του Ληµ. 3.4 αναδεικνύει και την σπουδαιότητα του µέτρου Mahler καθώς,

σε αντίθεση µε άλλες µετρικές, είναι συµβατό µε τον πολλαπλασιασµό πολυωνύµων. Επίσης, το

ακόλουθο λήµµα ϕράσσει το µέτρο Mahler και είναι εξαιρετικής σηµασίας :

Λήµµα 3.4 (Landau). Αν A 2 C [X ℄ δεν είναι µονώνυµο τότεM (A) � kAk2. Αν A 2 Z[X℄ καιL (A) = � τότε M (A) � kAk2 � 2�pd+ 1 (3.2)

Ορισµός 3.5 (Μέτρο Mahler αλγεβρικού αριθµού). Το µέτρο Mahler ενός αλγεβρικού αριθµού, το οποίο ϑα συµβολίζουµε ωςM (), είναι το µέτροM (A) οποιουδήποτε ελάχιστου πολυωνύµουA 2 Z[X℄ του .

Το ελάχιστο πολυώνυµο, που ανήκει στο Z[X℄, ενός αλγεβρικού αριθµού είναι µοναδικό, µε την

εξαίρεση του πολλαπλασιασµού µε �1. Κατά συνέπεια αν υποθέσουµε ότι ϑεωρούµε τον µεγι-

στοβάθµιο όρο ενός πολυωνύµου πάντα ϑετικό τότε το M () είναι καλώς (µοναδικά) ορισµένο.

Επίσης ισχύουν οι παρακάτω ανισότητες, η απόδειξη των οποίων ϐασίζεται στον ορισµό 3.2.

Πρόταση 3.6. ΄Εστω � και � δύο αλγεβρικοί αριθµοί τέτοιοι ώστε deg(�) = m και deg(�) = n.
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Τότε ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις :1M (�) � j�j � M (�)M (� � �) �M (�)n � M (�)mM (�+ �) � 2mnM (�)n � M (�)mM�� 1k� �M (�) 8 k 2 N�M ���1� =M (�)M��k� �M (�)k 8 k 2 N�
3.2 Φράγµατα στις ϱίζες

Απόλυτα ϕράγµατα

Αν A 2 C [X ℄ σκοπός µας είναι να υπολογίσουµε ένα δίσκο D � C , ως συνάρτηση των συντε-

λεστών, ο οποίος περιέχει όλες τις ϱίζες του A. Αν ϑεωρήσουµε ότι το D έχει κέντρο το µηδέν

τότε αρκεί να υπολογίσουµε µια ακτίνα η οποία να έχει µέτρο µεγαλύτερο από το µέτρο της

µεγαλύτερης (κατά µέτρο) ϱίζας του A. Τέτοιου είδους ϕράγµατα ονοµάζονται απόλυτα ϕράγµατα

ή ϕράγµατα εγκλεισµού.

Για τις αποδείξεις των ϑεωρηµάτων που παραλείπουµε ο αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει στην

ϐιβλιογραφία [131, 187, 190, 192, 233, 233, 238, 245, 257, 275].

Θεώρηµα 3.7 (Cauchy 1829)

΄Εστω A 2 C [X℄ και έστω r[A℄ η µοναδική ϑετική ϱίζα του

CA(X) = jadjXd � jad�1jXd�1 � � � � � ja1jX � ja0j 2 C [X ℄
΄Ολες οι (µιγαδικές) ϱίζες τουA περιέχονται στο δίσκο jXj � r[A℄. Το CA[X℄ ονοµάζεται πολυώνυµο

Cauchy του A.

Τα περισσότερα απόλυτα ϕράγµατα προσπαθούν να προσεγγίσουν όσο το δυνατόν καλύτε-

ϱα το r[A℄, δηλαδή υπολογίζουν κάποιο � τέτοιο ώστε r[A℄ � �. Οι καλύτερες προσεγγίσεις

επιτυγχάνονται µε το παρακάτω ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 3.8 (M. Fujiwara, 1926)

΄ΕστωA 2 C [X℄ και �0; : : : ; �d�1 2 (0;1) τέτοια ώστε 1�0 +� � �+ 1�d�1 � 1, τότε όλες οι (µιγαδικές)

ϱίζες του A περιέχονται στο δίσκο jXj � F�(A), όπουF�(A) = max0�k�d�1(��k ����akad ����� 1d�k)
Το επόµενο ϕράγµα, το οποίο οφείλεται στο Kuniyeda, δίνει συνήθως χειρότερα αποτελέσµατα

από το αυτό του Fujiwara, αλλά το παρουσιάζουµε για λόγους πληρότητας.
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Θεώρηµα 3.9 (M. Kuniyeda, 1916)

΄Εστω A 2 C [X ℄ και p; q > 0 τέτοια ώστε 1p + 1q = 1 τότε όλες οι (µιγαδικές ϱίζες του A περιέχονται

στο δίσκο jXj � �, όπου � = 0B�1 +0�d�1Xj=0 ����ajad ����p1A qp1CA 1q
Τα παρακάτω ϕράγµατα προκύπτουν από το Θεωρ. 3.8 µε κατάλληλη επιλογή των �i.

Πόρισµα 3.10. Αν  είναι η µεγαλύτερη κατά µέτρο ϱίζα του A 2 C [X℄ τότε

(Cauchy) jj � 1 + max fja0j; : : : ; jad�1jgjadjjj � 1dp2� 1 max( jad�1j�d1�jadj ;s jad�2j�d2�jadj ; 3s jad�3j�d3�jadj ; : : : ; ds ja0j�dd�jadj)
(Cauchy) jj � max(djad�1jjadj ;sdjad�2jjadj ; 3sdjad�3jjadj ; : : : ; dsdja0jjadj )

Αν A 2 Z[X℄ και χρησιµοποιώντας την ανισότητα (2.4) τότε το πρώτο ϕράγµα του Πορ. 3.10

γίνεται jj � 1 + kAk1jadj � 1 + kAk2jadj
όπου η δεύτερη ανισότητα ονοµάζεται ϕράγµα Landau [275], δείτε επίσης το Ληµ. 3.4. Τα ϕράγ-

µατα του Πορ. 3.10 είναι ϐέλτιστα, δηλαδή υπάρχουν πολυώνυµα των οποίων η µεγαλύτερη ϱίζα

είναι κάποιο από τα ϕράγµατα, συνεπώς είναι µεταξύ τους (ϑεωρητικά) ισοδύναµα. Επιπρόσθετα,

η µέγιστη τιµή τους είναι 2� και η ελάχιστη 2�� , αν A 2 Z[X℄.
Σηµείωση 3.11. Θεωρούµε ένα αλγόριθµο absoluteRootBound ο οποίος υλοποιεί κάποιο από

τα παραπάνω απόλυτα ϕράγµατα. Η πολυπλοκότητα του υπολογισµού όλων των ϕραγµάτων ανA 2 Z[X℄, deg(A) = d και L (A) = � είναι eOB(d� ).
Προκειµένου να υπολογίσουµε ένα κάτω απόλυτο ϕράγµα στις ϱίζες του A ϑεωρούµε το

πολυώνυµο R(A)(X), του οποίου οι ϱίζες είναι 1 . Υπολογίζουµε κάποιο απόλυτο ϕράγ-

µα στις ϱίζες του R(A)(X), οπότε έχουµε ότι 1jj � absoluteRootBound(R(A)) ή jj �1=absoluteRootBound(R(A)).
∆ηλαδή ϑεωρούµε τον αλγόριθµο lowerAbsoluteRootBound, για τον οποίο ισχύει ότι

lowerAbsoluteRootBound(A) = 1=absoluteRootBound(R(A))
και ο οποίος έχει την ίδια πολυπλοκότητα µε τον absoluteRootBound.

Ηλίας Π. Τσιγαρίδας 53



Αλγεβρικοί αλγόριθµοι και εφαρµογές στη γεωµετρία

Θετικά ϕράγµατα

Τα απόλυτα ϕράγµατα υπολογίζουν έναν δίσκο στο µιγαδικό επίπεδο που περιέχει όλες τις ϱίζες.

Ωστόσο, σε πολλές περιπτώσεις, όπως για παράδειγµα στην αποµόνωση των πραγµατικών ϱιζών

µε τον αλγόριθµο των συνεχών κλασµάτων, χρειαζόµαστε ϕράγµατα που αφορούν µόνο τις ϑετι-

κές πραγµατικές ϱίζες. Τέτοιου είδους ϕράγµατα ϑα τα ονοµάσουµε ϑετικά ϕράγµατα. Αν και

µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τα απόλυτα ϕράγµατα, η ελπίδα είναι ότι µπορούµε να υπο-

λογίσουµε πιο σφιχτά ϕράγµατα γιατί ενδιαφερόµαστε για µια ειδική περίπτωση. ∆εν υπάρχει

µεγάλη ϐιβλιογραφία για τα ϑετικά ϕράγµατα. Οι πιο σηµαντικές εργασίες οφείλονται στους

Kioustelidis [157] και Stefanescu [244].

Θεώρηµα 3.12

[157] ΄Εστω A 2 R[X ℄ και UA το σύνολο των δεικτών των αρνητικών συντελεστών του A, δηλαδήUA := fk j k � d ^ ak < 0g. ΄Εστω το πολυώνυµο

C
+A(X) := adXd + Xk2UA akXk

Το C
+A έχει µία µοναδική ϑετική ϱίζα, που συµβολίζουµε µε r+[A℄ και οποία και αποτελεί ένα άνω

ϕράγµα στις ϑετικές πραγµατικές ϱίζες του A (αν υπάρχουν).

Απόδειξη: Αν το C
+A έχει το µηδέν ως σταθερό όρο τότε το διαιρούµε µε την κατάλληλη δύναµη

του X έτσι ώστε ο σταθερός όρος να είναι διάφορος του µηδενός. Υποθέτουµε ότι ο σταθερός

όρος δεν είναι µηδέν. Παρατηρούµε ότι VAR(C+A) = 1, άρα το C
+A έχει µία µοναδική ϑετική ϱίζα,

σύµφωνα µε τον κανόνα προσήµων του Descartes (Θεωρ. 3.28).

Αν τοA δεν έχει ϑετικές πραγµατικές ϱίζες τότε το ϑεώρηµα ισχύει. ΄Εστω  > 0 η µεγαλύτερη

ϑετική ϱίζα του A. Τότε ισχύει ότιad d = � d�1Xi=0 ai i � � Xk2UA ak k ,ad d + Xk2UA ak k � 0
C
+A() � 0

Παρατηρούµε ότι C
+A(0) < 0 και C

+A(+1) > 0, οπότε το  είναι µικρότερο ή ίσο από r+[A℄.
ΟΕ∆

Αν και το C
+A εξαρτάται από κάποιο υποσύνολο του συνόλου των συντελεστών του A, το

επαγόµενο ϕράγµα είναι χειρότερο από αυτό που προκύπτει από τη ϑετική ϱίζα του πολυωνύµου

Cauchy (Θεωρ. 3.7), όπως δείχνει το επόµενο λήµµα. Η χρησιµότητά του ϑα ϕανεί στη συνέχεια

όταν παρουσιάσουµε το Ληµ. 3.17.

Λήµµα 3.13. Ισχύει r[A℄ � r+[A℄.
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Απόδειξη: Παρατηρούµε ότι CA(0) < 0 και CA(+1) > 0 και ότι

CA(r+[A℄) = ad(r+[A℄)d + Xk2UA ak (r+[A℄)k + Xk 62UA ak (r+[A℄)k= 0 + Xk 62UA ak (r+[A℄)k � 0
ΟΕ∆

Μπορούµε τώρα να ορίσουµε ένα ϕράγµα ανάλογο µε αυτό το Fujiwara για την περίπτωση

των ϑετικών πραγµατικών ϱιζών. Το επόµενο ϑεώρηµα οφείλεται στον Kioustelidis [157].

Θεώρηµα 3.14

΄Εστω A =Pdi=0 aiXd 2 R[X℄ και έστω ένα σύνολο µη αρνητικών αριθµών � = f�kgk2UA , τέτοιο

ώστε
Pk2UA 1�k � 1. τότε

(1) η ποσότητα N�(A) := maxk2UA(��k ����akad ����� 1d�k)
είναι ένα άνω ϕράγµα στις ϑετικές πραγµατικές ϱίζες του A.

(2) Η ελάχιστη τιµή του N�(A), αν ϑεωρεί ως συνάρτηση των �k, είναι η µοναδική ϑετική ϱίζα του

C
+A, δηλαδή r+[A℄ = min�N�(A).

Απόδειξη: Αρκεί να δειχτεί ότι r+[A℄ � N�(A). Θα το δείξουµε µε αναγωγή σε άτοπο. ΄Εστωr+[A℄ > N�(A). Τότε 8 k 2 UA ισχύειr+[A℄ > ��k ����akad ����� 1d�k ) 1�kad (r+[A℄)d > jakj (r+[A℄)k
και αθροίζοντας πάνω σε όλα τα k 2 UA έχουµεad (r+[A℄)d Xk2UA 1�k > Xk2UA jakj(r+[A℄)kad (r+[A℄)d Xk2UA 1�k > ad(r+[A℄)dXk2UA 1�k > 1 ΑΤΟΠΟ !

Για την απόδειξη του δεύτερης ιδιότητας αρκεί να ϑεωρήσουµε�k = adak �r+[A℄�d�k
όπου k 2 UA. ΟΕ∆
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Αν και αποδείξαµε (Ληµ. 3.13) ότι r[A℄ � r+[A℄ τα ϕράγµατα που λαµβάνουµε για το ϑετικό

πολυώνυµο Cauchy είναι καλύτερα από αυτά που λαµβάνουµε από το ϑεώρηµα του Fujiwara.

∆ηλαδή ισχύει N�(A) � F�(A).
Λήµµα 3.15. Αν F�(A) κάποιο άνω ϕράγµα στις ϑετικές ϱίζες του A, τότε µπορούµε πάντοτε να

επιλέξουµε µια ακολουθία � � �, τέτοια ώστε N�(A) � F�(A).
Απόδειξη: ΄Εστω ένα ϕράγµα F�(A). Από το Θεωρ. 3.8 έχουµε ότι

Pd�1j=0 1�j � 1 και �j > 0.

Συνεπώς οποιοδήποτε υποσύνολο των αντιστρόφων έχει άθροισµα � 1. Επιλέγουµε ακολουθία� τέτοια ώστε �k = �j και k 2 UA. Τότε ισχύει(��k ����akad ����� 1d�k)k2UA � (��j ����ajad ����� 1d�j)0�j�d�1
οπότε συνάγουµε ότι N�(A) � F�(A). ΟΕ∆

Λήµµα 3.16. ΄Εστω A =Pdi=0 aiXd 2 R[X ℄. Το συναρτησοειδέςN2(A) := 2 maxk2UA(����akad ���� 1d�k)
(3.3)

αποτελεί ένα άνω ϕράγµα στις ϑετικές ϱίζες του A και ισχύει r+[A℄ � N2(A) � 2 r+[A℄.
Απόδειξη: Σύµφωνα µε το Θεωρ. 3.14, επιλέγοντας �k = 2d�k, έχουµε r+[A℄ � N2(A).
Εφόσον r+(A) είναι ϱίζα του C

+A ισχύει

C
+A �r+[A℄� = ad (r+[A℄)d + Xk2UA ak (r+[A℄)k = 0 ,1 = Xk2UA ����akad ���� (r+[A℄)k�d

Παρατηρούµε ότι στην τελεταία ισότητα, όλες οι ποσότητες του αθροίσµατος είναι ϑετικές, συνε-

πώς κάθε µια από αυτές πρέπει να είναι � 1. ∆ηλαδή ισχύει����akad ���� (r+[A℄)k�d � 1 , ����akad ���� � (r+[A℄)d�k
Συνδυάζοντας την τελευταία ανισότητα µε την (3.3) συµπεραίνουµε ότι N2(A) � 2 r+[A℄. ΟΕ∆

Το παρακάτω λήµµα µας δίνει µια ένδειξη για την ποιότητα του ϕράγµατος N2(A), στη

χειρότερη περίπτωση.

Λήµµα 3.17. Αν A 2 C [X ℄ και  µια ϑετική του ϱίζα τότε  � N2(A) � 2 d � .
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Απόδειξη: Η αριστερή ανισότητα είναι προφανής. Από την εργασία του van der Sluis [257]

ξέρουµε ότι F2(A) � 2 d �  και από το προηγούµενο λήµµα ότι N2(A) � F2(A). ΟΕ∆

Στηριζόµενοι στο Θεωρ. 3.14 µπορούµε να συνάγουµε καινούργια ϕράγµατα για τις ϑετικές

ϱίζες ενός (πραγµατικού) πολυωνύµου, παρόµοια µε αυτά του Πορ. 3.10.

Πόρισµα 3.18. Αν  είναι η µεγαλύτερη πραγµατική ϑετική ϱίζα του A 2 R[X℄ και ` � 1, τότε

1. jj � maxk2UA � d�kr` ���akad ����
2. Αν � η (µοναδική) ϑετική ϱίζα του Xd �Pk2UA Xk τότε jj � maxk2UA �� d�kr���akad ����
3. jj � 1dp2�1 maxk2UA � d�kr jakj(dk)jadj�
Απόδειξη: Η απόδειξη στηρίζεται στο Θεωρ. 3.14 µε κατάλληλη επιλογή των �k.

1. Επιλέγουµε �k = ` για k 2 UA. Αν ` = jUAj, τότε το ϕράγµα είναι γνωστό ως κανόνας του

Cauchy. Θα µπορούσαµε επίσης να επιλέξουµε ` = d = deg(A).
2. Παρατηρούµε ότι � > 1 και επιλέγουµε �k = �k για k 2 UA.

3. Επιλέγουµε ��1k = �dk�(21=d � 1)k για k 2 UA.

ΟΕ∆

Το ακόλουθο ϕράγµα δεν προκύπτει από το Θεωρ. 3.14. Οφείλεται στον Stefanescu [244]

και αν µπορεί να εφαρµοστεί δίνει σχεδόν πάντα καλύτερα ϕράγµατα. Το ϑεώρηµα που παρου-

σιάζουµε έχει πιο ασθενείς υποθέσεις από αυτό που παρουσίασε ο Stefanescu. Η απόδειξη είναι

ακριβώς η ίδια και γι΄ αυτό την παραλείπουµε.

Θεώρηµα 3.19

[244] ΄Εστω A 2 R[X℄ τέτοιο ώστε να µπορεί να γραφτεί ωςA(X) = 1Xd1 � b1Xm1 + 2Xd2 � b2Xm2 + � � �+ kXdk � bkXmk + g(X)
όπου g(X) 2 R+ [X℄, i > 0, bi > 0, di > mi για 1 � i � k. Τότε ο αριθµόςmax(�b11�1=(d1�m1) ; : : : ;�bkk�1=(dk�mk))
είναι ένα άνω ϕράγµα στις ϑετικές ϱίζες του A.
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Σηµείωση 3.20. Θεωρούµε έναν αλγόριθµο positiveRootBound ο οποίος υλοποιεί κάποιο από

τα παραπάνω ϕράγµατα. Η πολυπλοκότητα του υπολογισµού όλων των ϕραγµάτων ανA 2 Z[X℄,
deg(A) = d και L (A) = � είναι eOB(d� ).

Αντίστοιχα µε την περίπτωση των απολύτων ϕραγµάτων (Σηµ. 3.11) ϑεωρούµε τον αλγόριθµο

positiveLowerBound ο οποίος υπολογίζει ένα κάτω ϕράγµα στις ϑετικές ϱίζες του A και ο οποίος

έχει την ίδια πολυπλοκότητα µε τον positiveRootBound.

Σύνθετα ϕράγµατα και ϕράγµατα διαχωρισµού

Ορισµός 3.21. ΄Εστω A 2 C [X℄ και 1; : : : ; d οι (µιγαδικές) ϱίζες του, ορίζουµε ως ϕράγµα

διαχωρισµού (separation bound) των ϱιζών του A την ποσότητα�(A) := mini6=j ji � j j
Πρόταση 3.22. ΄Εστω A =Pdi=0 aiXi 2 C [X℄ χωρίς τετράγωνα, τότε�(A) >r3jdisc(A)jdd+2 kAk1�d2 �r3jdisc(A)jdd+2 M (A)1�d

Αν ενδιαφερόµαστε για το ϕράγµα διαχωρισµού µεταξύ πραγµατικών ϱιζών τότε υπάρχει το

ϕράγµα του Rump [276], το οποίο είναι λίγο καλύτερο από τα προηγούµενα ϕράγµατα

Πρόταση 3.23. ΄Εστω A 2 C [X℄ χωρίς τετράγωνα τότε�real(A) >r 8dd+2 11 + kAkd1
Σηµείωση 3.24. Τα ϕράγµατα διαχωρισµού είναι ϐέλτιστα, µε την εξαίρεση κάποιων σταθερών.

Τα πολυώνυµα Mignotte [187, 189, 190]f = Xd � 2 (aX � 1)2
όπου d � 3, a 2 Q και a � 3, τα οποία είναι ανάγωγα στο Q [X ℄, έχουν δύο πραγµατικές ϱίζες

πολύ κοντά στο 1=a και ισχύει ότι �(f) < 2 a�(d+2)=2. Συνεπώς το δυαδικό µήκος ενός (ϱητού)

αριθµού που ϐρίσκεται ανάµεσα σε δύο πραγµατικές ϱίζες ενός πολυωνύµου είναι στη γενική

περίπτωση O(d� ).
Ωστόσο, στη γενική περίπτωση τα ϕράγµατα διαχωρισµού είναι πολύ άσχηµα. Για παράδειγµα

το ϑεωρητικό ϕράγµα διαχωρισµού για το πολυώνυµο Wilkinson
P20i=0(X � i) είναι περίπου10�344 ενώ στην πραγµατικότητα είναι 1!

Σηµείωση 3.25. Αν και η εκτίµηση του ϕράγµατος διαχωρισµού µε τη χρήση της νόρµας k � k2
είναι πιο ακριβής καθώς εξαρτάται από το πολυώνυµο το οποίο εξετάζουµε, όταν µελετούµε

την ασυµπτωτική πολυπλοκότητα το δυαδικό µηκός όλων των ϕραγµάτων είναι το ίδιο, δηλαδή�(A) = 2�O(d�).
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Θα αποδείξουµε ένα ϑεώρηµα το οποίο αφορά το γινόµενο διαφορών (µιγαδικών) ϱιζών ενός

πολυωνύµου. ΄Ενα παρόµοιο ϑεώρηµα πρωτοπαρουσιάστηκε από τον Davenport [65] αλλά αφο-

ϱούσε µόνο τις πραγµατικές ϱίζες και απαιτούσε πιο ισχυρές προϋποθέσεις. Μια άλλη παραλλαγή

του ϑεωρήµατος παρουσιάστηκε από τον Johnson [139], δείτε επίσης [163], η οποία αφορού-

σε και τις µιγαδικές ϱίζες και χαλάρωνε τις υποθέσεις αρκετά. Στην πιο γενική του µορφή το

ϑεώρηµα παρουσιάστηκε από τον Mignotte [191] και επίσης από τους Du et al. [76].

Θεώρηµα 3.26 (Davenport-Mahler bound)

΄Εστω f�1; : : : ; �kg και f�1; : : : ; �kg υποσύνολα διαφορετικών (µιγαδικών) ϱιζών του f (όχι απα-

ϱαίτητα χωρίς τετράγωνα) τέτοια ώστε �i =2 f�1; : : : ; �ig και j�ij � j�ij, για όλα τα i 2 f1; : : : ; kg.
Τότε kYi=1 j�i � �ij � M(f)�d+1d� d2  p3d !k
Το ϕράγµα ισχύει και όταν �1 > �1 = �2 > �2 = : : : �k > �k := �k+1, είναι διαφορετικές

πραγµατικές ϱίζες του f .

Η παραλλαγή, που αποδεικνύουµε στη συνέχεια, ϐασίζεται σε ένα ϑεώρηµα του Mignotte

[187], δείτε επίσης [190], αλλά η απόδειξη είναι πιο απλή και οι ανισότητες εµπεριέχουν το

µέτρο Mahler. Αν και αντικαθιστούµε το παράγοντα dd µε τον παράγοντα 2d2 , όταν d = O(� )
τότε τα ϕράγµατα είναι ισοδύναµα. Επιπρόσθετα, χαλαρώνουµε στο ελάχιστο τις υποθέσεις του

ϑεωρήµατος και άρα διευρύνουµε τη χρήση του, όπως ϑα γίνει σαφές και στην ανάλυση των

αλγορίθµων αποµόνωσης. Τέλος, αποδεικνύουµε και ένα άνω ϕράγµα [252].

Θεώρηµα 3.27 (Davenport-Mahler-Mignotte revisited)

΄Εστω A 2 Z[X℄ τέτοιο ώστε deg(A) = d και L (A) = � . ΄Εστω 
 ένα σύνολο από k Ϲεύγη (i; j)
τέτοια ώστε 1 � i < j � d. Θεωρούµε τις µη µηδενικές (µιγαδικές) ϱίζες του A σε αύξουσα διάταξη

κάτα µέτρο, δηλαδή 0 < j1j � j2j � � � � � jdj. Τότε2kM(A)k � Y(i;j)2
 ji � j j � 2k� d(d�1)2 M(A)1�d�kpdisc(A)
Απόδειξη: ΄Εστω 
 το πολυσύνολο 
 = fj j (i; j) 2 
g και j
j = k.

Θα χρησιµοποιήσουµε την ανισότηταja� bj � 2max fjaj; jbjg a; b 2 C (3.4)

και το γεγονός ότι για κάθε ϱίζα του A ισχύει 1M(A) � jij � M(A) (Πρότ. 3.6).

Προκειµένου να δείξουµε την αριστερή ανισότητα του ϑεωρήµατοςY(i;j)2
 ji � j j � 2k Yj2
 jj j � 2kmaxj2
 jj jk � 2kM(A)k:
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Η διακρίνουσα του A (Ορ. 2.12) είναι disc(A) = lead (A)2d�2 Qi<j (i � j)2. Προκειµένου

να δείξουµε τη δεξιά ανισότητα του ϑεωρήµατος ϑεωρούµε την απόλυτη τιµή της διακρίνουσας

του A: jdisc(A)j = j lead (A) j2d�2 Yi<j ji � j j2= j lead (A) j2d�2 Y(i;j)2
 ji � j j2 Y(i;j)=2
 ji � j j2 ,pjdisc(A)j = j lead (A) jd�1 Y(i;j)2
 ji � j j Y(i;j)=2
 ji � j j
Θεωρούµε το γινόµενο

Q(i;j)=2
 ji � j j και εφαρµόζουµε
d(d�1)2 �k ϕορές την ανισότητα (3.4).

Τότε Y(i;j)=2
 ji � j j � 2 d(d�1)2 �k j1j0j2j1 � � � jdjd�1 �Yj2
 jj j��1� 2 d(d�1)2 �kM(A)d�1j lead (A) j1�dM(A)k
όπου επίσης χρησιµοποιήσαµε την ανισότητα j1j0j2j1 � � � jdjd�1 � jM(A)= lead (A) jd�1, και

το γεγονός ότι αφού 8i; jij � M(A)�1, από Πρότ. 3.6, τότε
Qj2
 jj j � j1jk �M(A)�k. Και

η απόδειξη ολοκληρώθηκε. ΟΕ∆

Φράγµατα στο πλήθος των πραγµατικών ϱιζών

Τα ϑεωρήµατα τα οποία ϑα παρουσιάσουµε ϕράσσουν το πλήθος των πραγµατικών ϱιζών ενός

πολυωνύµου A. Συνήθως µας προσφέρουν µια υπερεκτίµηση και δεν είναι ακριβή όπως για

παράδειγµα το Πορ. 2.27.

Θεώρηµα 3.28 (Descartes’ rule of sign)

Ο αριθµός των πραγµατικών ϱιζών, έστω R, ενός πολυωνύµου A 2 R[X℄ στο (0;1) ϕράσσεται

από VAR(A) και πιο συγκεκριµένα R � VAR(A) mod 2.

Σηµείωση 3.29. Στη γενική περίπτωση ο κανόνας προσήµων του Descartes παρέχει µια υπε-

ϱεκτίµηση στο πλήθος των πραγµατικών ϱιζών. Ωστόσο, εάν ξέρουµε ότι το πολυώνυµο είναι

υπερβολικό, δηλαδή έχει µόνο πραγµατικές ϱίζες, ή εάν οι εναλλαγές προσήµων είναι 0 ή 1,

τότε µας δίνει το ακριβές πλήθος των πραγµατικών ϱιζών.

Ο κανόνας προσήµων του Descartes είναι ανεξάρτητος από τη ϐάση στην οποία αναπαρί-

στανται τα πολυώνυµα. Κατά συνέπεια ισχύει και όταν τα πολυώνυµα είναι στη ϐάση Bernstein

(Εν. 2.4), δηλαδή ισχύει το ακόλουθο ϑεώρηµα [14]:
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Πρόταση 3.30. ΄Εστω πραγµατικό πολυώνυµο A στην αναπαράσταση στη ϐάση Bernstein στο

διάστηµα [a; b℄. Ο αριθµός R των πραγµατικών ϱιζών του A στο [a; b℄ ϕράσσεται από VAR(A).
Επιπλέον R � VAR(A) mod 2.

Ο κανόνας προσήµων του Descartes µπορεί να προκύψει από το επόµενο ϑεώρηµα το οποίο

οφείλεται στον Budan. Για την απόδειξη ο αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει στη ϐιβλιογραφία,

π.χ [5, 187].

Θεώρηµα 3.31 (Budan)

΄Εστω A 2 R[X℄, τέτοιο ώστε deg(A) = d και έστω a < b, µε a; b 2 R. ΄Εστω Aa, αντίστοιχα Ab, το

πολυώνυµο που παράγεται αφού εφαρµόσουµε στο A τον µετασχηµατισµό X 7! X + a, αντίστοιχαX 7! X + b. Τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

1. VAR(Aa) � VAR(Ab).
2. #f 2 (a; b)jA() = 0g � VAR(Aa)� VAR(Ab).
3. #f 2 (a; b)jA() = 0g � VAR(Aa)� VAR(Ab) mod 2.

Τα ακόλουθα ϑεωρήµατα είναι το αντίστροφο του κανόνα των προσήµων του Descartes και

είναι εξαιρετικά χρήσιµα για την απόδειξη τερµατισµού των αλγορίθµων αποµόνωσης των πραγ-

µατικών ϱιζών ενός πολυωνύµου, που ϑα παρουσιάσουµε στη συνέχεια. Πιο συγκεκριµένα εξα-

σφαλίζουν προϋποθέσεις, κάτω από τις οποίες, το πλήθος των εναλλαγών προσήµων να µας δίνει

ακριβώς το πλήθος των πραγµατικών ϱιζών. Για τις αποδείξεις των παραπάνω ϑεωρηµάτων ο

αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει στην ϐιβλιογραφία [14, 53, 162, 163].

Θεώρηµα 3.32 (Το ϑεώρηµα του ενός κύκλου)

΄Εστω f 2 R[X℄, I = [a; b℄ 2 R2 . Εάν ο δίσκος D = (a+b2 ; jIj2 ) δεν περιέχει καµία ϱίζα του f τότε

VAR(f) = 0.

Θεώρηµα 3.33 (Το ϑεώρηµα των δύο κύκλων)

΄Εστω f 2 R[X ℄, I = [a; b℄ 2 R2 . Εάν η ένωση των δίσκων D1 = �ip36 jIj; jIj2 � και D2 =��ip36 jIj; jIj2 � περιέχει µία και µόνο ϱίζα του f (η οποία είναι κατά συνέπεια πραγµατικός αριθµός)

τότε VAR(f) = 1.

3.3 Εύρεση πραγµατικών ϱιζών πολυωνύµου

Οι ϐιβλιογραφικές αναφορές που παρουσιάζουµε για το πρόβληµα είναι µόνο η κορυφή του παγό-

ϐουνου και γι΄ αυτό ενθαρρύνουµε τον αναγνώστη να ανατρέξει στη ϐιβλιογραφία για περισσότερες

πληροφορίες.
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Καταρχάς πρέπει να υπενθυµίσουµε ότι ενδιαφερόµαστε µόνο για τις πραγµατικές ϱίζες ενός

ακέραιου πολυωνύµου και ότι µε τον όρο επίλυση εννοούµε τον υπολογισµό διαστηµατών απο-

µόνωσης των πραγµατικών ϱιζών. Επίσης, µας ενδιαφέρουν µόνο ακριβείς αλγόριθµοι, δηλαδή

αλγόριθµοι που χρησιµοποιούν (µόνο) αριθµητική ακεραίων απεριόριστης ακρίβειας. Αν d είναι

ο ϐαθµός του πολυωνύµου και � το δυαδικό του µήκος, σε ό,τι ϑα ακολουθήσει ϑα ϑεωρήσουµεN = maxfd; �g.
Οι πιο γνωστοί και πιο συχνά χρησιµοποιούµενοι στην πράξη αλγόριθµοι για την αποµόνωση

των πραγµατικών ϱιζών είναι οι αλγόριθµοι υποδιαίρεσης. Αυτοί οι οι αλγόριθµοι µιµούνται τη

ϕιλοσοφία του αλγόριθµου της δυαδικής αναζήτησης. Πιο συγκεκριµένα ελέγχουν σε ένα αρχικό

διάστηµα το πλήθος των ϱιζών που περιέχει, στη συνέχεια το διαιρούν σε δύο ίσα υποδιαστήµατα

και ο αλγόριθµος επαναλαµβάνεται µέχρι να υπάρξει κάποια πιστοποίηση ότι το διάστηµα το

οποίο ελέγχουν περιέχει µία ή καµία ϱίζα.

Οι πιο γνωστοί αλγόριθµοι και τους οποίους ϑα εξετάσουµε κάτω από ένα ενιαίο πρίσµα είναι

οι αλγόριθµοι descartes, bernstein και sturm.

Ο αλγόριθµος descartes, ο οποίος ϐασίζεται στον κανόνα προσήµων του Descartes, πα-

ϱουσιάστηκε στην σύγχρονη εκδοχή του από τους Collins and Akritas [52] και των οποίων η

ανάλυση πέτυχε πολυπλοκότητα eOB(d6� 2). Στην συνέχεια ο Johnson [139] ϐελτίωσε την πολυ-

πλοκότητα σε eOB(d5� 2) χωρίς να χρησιµοποιήσει γρήγορους αλγορίθµους για την µετατόπιση

πολυωνύµου. Ωστόσο, η απόδειξη του Johnson [139] περιείχε κάποια κενά τα οποία διόρθωσε

ο Krandick [162] ο οποίος επιπλέον παρουσίασε έναν διαφορετικό τρόπο διάσχισης του δένδρου

αναζήτησης του αλγορίθµου. Οι Rouillier and Zimmermann [230] παρουσίασαν ένα ενοποιηµέ-

νο πλαίσιο για όλες τις παραλλαγές του αλγορίθµου Descartes µε ϐέλτιστη διαχείριση µνήµης

και επιπλέον παρουσίασαν µια πολύ γρήγορη υλοποίηση. Η ορθότητα και ο τερµατισµός του

αλγορίθµου στηρίζονται στο ϑεώρηµα του Vincent (Θεωρ. 3.43) ή/και στα ϑεωρήµατα του ενός

και των δύο κύκλων τα οποία παρουσιάστηκαν από τους Collins and Johnson [53] και στη συ-

νέχεια έγιναν πιο σφιχτά από τους Krandick and Mehlhorn [163] χωρίς ωστόσο να επηρεάσουν

την ασυµπτωτική πολυπλοκότητα.

Ο αλγόριθµος bernstein ϐασίζεται επίσης στον κανόνα προσήµων του Descartes αλλά και στις

ιδιότητες της αναπαράστασης των πολυωνύµων στη ϐάση Bernstein. Ο αλγόριθµος παρουσιά-

στηκε από τους Lane and Riesenfeld [169] αλλά η ανάλυσή του πρωτοπαρουσιάστηκε από τους

Mourrain et al. [203]. Ο αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει και στους Mourrain et al. [205] για

µια παραλλαγή µε ϐέλτιστη διαχείριση µνήµης και για τη σύνδεση µε τον αλγόριθµο descartes.

Στο ίδιο πλαίσιο οι Eigenwillig et al. [80] παρουσίασαν έναν πιθανοτικό αλγόριθµο για πολυώ-

νυµα χωρίς τετράγωνα µε συντελεστές που δεν είναι γνωστοί ακριβώς (bit stream coefficients). Η

πολυπλοκότητα όλων των προσεγγίσεων είναι eOB(d6� 2).
Σχετικά πρόσφατα η πολυπλοκότητα τόσο για τον αλγόριθµο descartes όσο και για τον

bernstein ϐελτιώθηκε σε eOB(d4� 2) από τους Eigenwillig et al. [81], δείτε επίσης [97] για µια πιο

απλή προσέγγιση όπου επιπρόσθετα το πολυώνυµο δεν είναι απαραίτητα χωρίς τετράγωνα.

Ο αλγόριθµος sturm εισήχθη από τον Sturm [248] αλλά η ανάλυσή του και η γενίκευσή

του έτσι ώστε να εµπεριέχει µόνο πράξεις µε ακέραιους αριθµούς πρωτοπαρουσιάστηκε από τον

Heindel [129], δείτε επίσης [55], και η πολυπλοκότητα του αλγορίθµου ήταν eOB(d7� 3). Ο Da-

venport [65] παρουσιάζει µια πολυπλοκότητα eOB(d4� 2), αλλά αν και αποδεικνύει ότι το πλήθος

των ϐηµάτων του αλγορίθµου είναι O(d� ) δεν παρουσίασε το κόστος του κάθε ϐήµατος, προφα-
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νώς γιατί οι γρήγοροι αλγόριθµοι αποτίµησης προσηµασµένων ακολουθιών υπο-επιλυουσών δεν

ήταν γνωστοί εκείνη την εποχή. Γι΄ αυτό άλλωστε στο ϐιβλίο των Davenport, Siret, and Tournier

[66] που ακολούθησε αναφέρεται ότι η πολυπλοκότητα του αλγορίθµου είναι eOB(d6� 3). Οι Du

et al. [76] δίνοντας ένα επιχείρηµα απόσβεσης (amortized argument) πέτυχαν µια πολυπλοκότη-

τα eOB(d4� 2) για πολυώνυµα χωρίς τετράγωνα. Τέλος οι Emiris and Tsigaridas [91], δείτε επίσης

[97], απλοποίησαν και συµπλήρωσαν τα κενά στην προσέγγιση του Davenport [65].

΄Ενας διαφορετικός ακριβής αλγόριθµος για την αποµόνωση των πραγµατικών ϱιζών ενός

πολυωνύµου είναι ο αλγόριθµος των συνεχών κλασµάτων (continued fractions), τον οποίο ϑα

συµβολίζουµε µε cf. ∆ιαφέρει από τους αλγορίθµους υποδιαίρεσης στο ότι αντί να υποδιαιρεί

ένα αρχικό διάστηµα που περιέχει όλες τις πραγµατικές ϱίζες του πολυωνύµου, υπολογίζει την

ανάπτυξη σε συνεχές κλάσµα των ϱιζών.

Η πρώτη διατύπωση του αλγορίθµου οφείλεται στον Vincent [261]. ο αναγνώστης µπορεί επί-

σης να ανατρέξει στον Akritas [1, 5] για ιστορικές αναφορές. Ο αλγόριθµος του Vincent ϐασιζόταν

σε ένα ϑεώρηµα που διατύπωσε ο ίδιος (είναι το Θεωρ. 3.43 χωρίς τις συνθήκες τερµατισµού) το

οποίο εξασφαλίζει ότι επαναλαµβανόµενοι µετασχηµατισµοί ενός πολυωνύµου τελικά δίνουν ένα

πολυώνυµο µε µία ή καµία εναλλαγή προσήµων στη λίστα των συντελεστών του. Κατά συνέ-

πεια, από τον κανόνα προσήµων του Descartes προκύπτει ότι το µετασχηµατισµένο πολυώνυµο

έχει µία, αντίστοιχα καµία, πραγµατική ϱίζα στο (0;1). Εάν καταλήξουµε µε µία εναλλαγή

προσήµων τότε οι αντίστροφοι µετασχηµατισµοί µπορούν να εφαρµοστούν προκειµένου να υπο-

λογίσουµε το διάστηµα το οποίο αποµονώνει την πραγµατική ϱίζα του αρχικού πολυωνύµου.

Επιπρόσθετα, τα i 2 Z που χρησιµοποιούνται ως µετατοπίσεις στους διάφορους µετασχηµα-

τισµούς αντιστοιχούν στα µερικά πηλίκα της ανάπτυξης σε συνεχή κλάσµατα της πραγµατικής

ϱίζας που αποµονώσαµε.

Ωστόσο, ο αλγόριθµος του Vincent έχει εκθετική πολυπλοκότητα [52]. Αυτό συµβαίνει γιατί

ο υπολογισµός των i στους µετασχηµατισµούς του Θεωρ. 3.43 πραγµατοποιείται µε επαναλαµ-

ϐανόµενες µετατοπίσεις της µορφής X 7! X + 1. Συνεπώς αν ένα από τα i (ή το το άθροισµά

τους) είναι µέτρου, έστω, 2� τότε απαιτείται εκθετικό πλήθος ϐηµάτων για τον υπολογισµό τους.

Ο Uspensky [255] επέκτεινε το ϑεώρηµα του Vincent υπολογίζοντας ένα άνω ϕράγµα στο πλήθος

των µετασχηµατισµών που απαιτούνται προκειµένου να αποµονωθούν οι πραγµατικές ϱίζες, αλλά

δεν κατάφερε να αντιµετωπίσει τον εκθετικό χαρακτήρα του αλγορίθµου. Ο αναγνώστης µπορεί

επίσης να ανατρέξει στους Cantor et al. [47], Rosen and Shallit [228] όπου επιπρόσθετα εξετά-

Ϲεται το πρόβληµα της προσέγγισης των πραγµατικών αλγεβρικών αριθµών. Χρησιµοποιώντας το

ϑεώρηµα του Vincent οι Collins and Akritas [52] πρότειναν τον αλγόριθµο descartes.

Ο Akritas [2, 5] αντιµετώπισε την εκθετική συµπεριφορά του αλγορίθµου, υπολογίζοντας ταi που εµφανίζονται στους µετασχηµατισµούς ως ϑετικά κάτω ϕράγµατα των πραγµατικών ϱιζών.

Ο Akritas πέτυχε µια πολυπλοκότητα της τάξης του eOB(d5� 3) ή eOB(N8), χωρίς να χρησιµο-

ποιήσει γρήγορους αλγορίθµους µετατόπισης (Εν. 2.2). Ωστόσο, δεν είναι σαφές το πως και αν η

προσέγγισή του λαµβάνει υπόψιν το γεγονός ότι το δυαδικό µήκος των συντελεστών ενός πολυώ-

νυµου αυξάνει αν του εφαρµόσουµε έναν µετασχηµατισµό µετατόπισης X 7! b +X. ΄Ενα άλλο

σηµαντικό σηµείο είναι το µέτρο των i. Η Εξ. (3.9) υποδηλώνει ότι το µέτρο των µερικών πηλίκων

είναι µη ϕραγµένο. Ο αλγόριθµος cf είναι ο αλγόριθµος που χρησιµοποιείται από το mathema-

tica [4] για την αποµόνωση των πραγµατικών ϱιζών. Ο αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει στους

Akritas and Strzebonski [3] για µια πειραµατική µελέτη των διαφόρων αλγορίθµων αποµόνωσης
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µε υλοποιήσεις ϐασισµένες στο mathematica.

Μια άλλη κατηγορία αλγορίθµων, τους οποίους δεν ϑα µελετήσουµε, είναι οι αριθµητικοί

(numerical) αλγόριθµοι, όπου ο όρος αριθµητικός χρησιµοποιείται µε την έννοια της αριθµητικής

ανάλυσης [210, 214, 239]. Οι αλγόριθµοι αυτοί απαιτούν υπολογισµούς µε αριθµούς κινητής

υποδιαστολής απεριόριστης ακρίβειας (multiprecision floats) και υπολογίζουν προσεγγίσεις σε

όλες τις ϱίζες, πραγµατικές και µιγαδικές, του πολυωνύµου προς επίλυση µέχρι κάποια ακρίβεια�. Προκειµένου να αναγνωριστούν και να αποµονωθούν οι πραγµατικές ϱίζες ϑα πρέπει να

ϑέσουµε το � ίσο µε το ϕράγµα διαχωρισµού.

Οι ϐέλτιστοι αλγόριθµοι χρησιµοποιούν την τεχνική ‘διαίρει και ϐασίλευε’ και σε γενικές

γραµµές η ϐασική ιδέα είναι η εξής : ∆οθέντος ενός πολυωνύµου υπολογίζονται δύο δίσκοι (split-

ting circles) στο µιγαδικό επίπεδο που περιέχουν περίπου ίσο αριθµό (µιγαδικών) ϱιζών. Το

πολυώνυµο παραγοντοποιείται προσεγγιστικά σε δύο πολυώνυµα οι ϱίζες των οποίων είναι (προ-

σεγγιστικά, µέχρι ακρίβεια �) ίσες µε τις ϱίζες που περιέχονται στους κύκλους. Ο αλγόριθµος

επαναλαµβάνεται για καθένα από τα δύο πολυώνυµα και σταµατά όταν γίνουν γραµµικά. Η πο-

λυπλοκότητα των αριθµητικών αλγορίθµων είναι σχεδόν ϐέλτιστη και πιο συγκεκριµένα eOB(d3� )
ή eOB(N4) [214, 239] αλλά αποτελεσµατικές υλοποιήσεις αυτών είναι ακόµα Ϲητούµενο. Αξίζει

επίσης να αναφέρουµε και τον αριθµητικό αλγόριθµο Aberth [22, 23] για τον οποίο υπάρχει

µια πολύ αποτελεσµατική υλοποίηση και ο οποίος έχει πολύ καλά πρακτικά αποτελέσµατα αλλά

για τον οποίο η δυαδική πολυπλοκότητα δεν είναι γνωστή. Στο ίδιο πλαίσιο εντάσσεται και ο

αλγόριθµος του Sebastiano e Silva του οποίου η ανάλυση παρουσιάστηκε από τον Cardinal [49].

΄Ολοι οι παραπάνω αλγόριθµοι υποθέτουν πολυώνυµα χωρίς τετράγωνα.

Στις επόµενες παραγράφους ϑα παρουσιάσουµε ένα γενικό αλγόριθµο που δέχεται ως είσοδο

πολυώνυµα όχι απαραίτητα χωρίς τετράγωνα και υπολογίζει τα διαστήµατα αποµόνωσης και τις

πολλαπλότητες των πραγµατικών ϱιζών. Θα παρουσιάσουµε ένα ενιαίο πλαίσιο για όλους τους αλ-

γορίθµους υποδιαίρεσης, το οποίο απλοποιεί την ανάλυση των αλγορίθµων descartes, bernstein

και sturm. Στο πλαίσιο αυτό µπορούν να ενταχθούν όλοι οι αλγόριθµοι οι οποίοι ϐασίζονται στην

υποδιαίρεση ενός αρχικού διαστήµατος, όπως για παράδειγµα ο αλγόριθµος αποκλεισµού των

Dedieu and Yakoubsohn [68]. Επίσης, ϑα ϐελτιώσουµε την πολυπλοκότητα του αλγορίθµου cf

κατά ένα παράγοντα d � ή N2. Τέλος, για όλους τους αλγορίθµους αποµόνωσης, ϑα δείξουµε ότι

το ϕράγµα eOB(d4� 2) ισχύει και για πολυώνυµα τα οποία δεν είναι χωρίς τετράγωνα και στην ίδια

πολυπλοκότητα ϑα υπολογίσουµε και τις πολλαπλότητες των πραγµατικών ϱιζών.

Ο γενικός αλγόριθµος

Παρουσιάζουµε έναν γενικό αλγόριθµο αποµόνωσης των πραγµατικών ϱιζών και υπολογισµού

των πολλαπλοτήτων τους, ενός πολυωνύµου A 2 Z[X℄. Ο ψευδο-κώδικας, realRootSolver,

παρουσιάζεται στον Αλγ. 1.

Η είσοδος του αλγορίθµου είναι ένα πολυώνυµο A 2 Z[X℄ µε deg(A) = d και L (A) = � . Η

έξοδος του αλγορίθµου είναι µία λίστα (ή διάνυσµα) που περιέχει διαστήµατα αποµόνωσης των

πραγµατικών ϱιζών L = [[a1; b1℄; : : : ; [ak; bk℄℄, όπου ai; bi 2 Q , και µία λίστα µε τις πολλαπλότητές

τους M = [m1; : : : ;mk℄, όπου mi 2 N, k είναι το πλήθος των πραγµατικών ϱιζών του Ared καιPki=1mi = d.
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Algorithm 1: realRootSolver (A)

Input: A 2 Z[X℄
Output: Μια λίστα µε τα διαστήµατα αποµόνωσης και µία µε τις πολλαπλότητες των ϱιζώνAred  squareFreePart(A)1 B  absoluteRootBound(Ared)2

I0 = [�B;B℄3 L realRootIsolator(Ared; I0)4 M  computeMultiplicities(Ared; L)5

return L;M6

Αρχικά ο αλγόριθµος υπολογίζει το χωρίς τετράγωνα µέρος του A, καλώντας τη συνάρτη-

ση squareFreePart. Στη συνέχεια υπολογίζει ένα διάστηµα που περιέχει όλες τις πραγµατικές

ϱίζες του Ared, καλώντας τον αλγόριθµο absoluteRootBound. Τέλος, καλεί κάποιον αλγόριθ-

µο υπολογισµού των διαστηµάτων αποµόνωσης των πραγµατικών ϱιζών, realRootIsolator, και

υπολογίζει τις πολλαπλότητες καλώντας την συνάρτηση computeMultiplicities.

Στη συνέχεια περιγράφουµε και αναλύουµε την πολυπλοκότητα των διαφόρων συναρτήσεων

(αλγορίθµων) που χρησιµοποιεί ο αλγόριθµος realRootSolver.

• squareFreePart

΄Εστω Ared το χωρίς τετράγωνα µέρος του A. Παρατηρούµε ότι deg(Ared) = O(d) καιL (Ared) = O(d+ � ). Η πολυπλοκότητα αυτού του υπολογισµού είναι eOB(d2� ) αν χρησι-

µοποιήσουµε τους γρήγορους αλγορίθµους για τον υπολογισµό ακολουθιών πολυωνυµικών

υπολοίπων. ∆είτε Θεωρ. 2.34.

• absoluteRootBound

Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε ένα από τα απόλυτα ϕράγµατα που παρουσιάστηκαν

στην Εν. 3.2, δείτε και Σηµ. 3.11. ΄Ολα τα ϕράγµατα έχουν, ασυµπτωτικά, το ίδιο δυαδικό

µήκος, συνεπώς µπορούµε να υποθέσουµε ότι B = 2� και I0 = [a; b℄ = [�2� ; 2� ℄.
Η πολυπλοκότητα του ϐήµατος αυτού είναι O(d) αριθµητικές πράξεις ή eOB(d(d + � )) =eOB(d2 + d� ).

• computeMultiplicites

Προκειµένου να υπολογίσουµε τις πολλαπλότητες των πραγµατικών ϱιζών του A πρέπει

καταρχάς να υπολογίσουµε την ελεύθερη τετραγώνων παραγοντοποίηση του. Αυτή η πα-

ϱαγοντοποίηση συνίσταται από πολυώνυµα (g1; g2; : : : ; gm) τέτοια ώστε A = g1g22 � � � gmm ,gm 6= 1, τα gi είναι πρώτα µεταξύ τους και χωρίς τετράγωνα. Για τον υπολογισµό της παρα-

γοντοποίησης χρησιµοποιούµε τον αλγόριθµο του Yun [263] ο οποίος έχει πολυπλοκότηταeOB(d2� ). Μάλιστα προκειµένου να είµαστε πιο ακριβής µπορούµε να πούµε ότι το κόστος

της παραγοντοποίησης είναι δύο ϕορές το κόστος υπολογισµού του SR(A;A0) [112]. Επι-

πλέον, ισχύει deg(gj) = Æj � d και L (gj) = O(d� ), όπως προκύπτει από το ϕράγµα του

Mignotte [187, 188, 189], όπου 1 � j � m.
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Κάθε διάστηµα αποµόνωσης περιέχει µία και µόνο µία πραγµατική ϱίζα του Ared και άρα

το Ared αλλάζει πρόσηµο αν αποτιµηθεί στα άκρα του κάθε διαστήµατος, δηλαδή ισχύειAred(ai)Ared(bi) < 0, 1 � i � k, σύµφωνα µε το ϑεώρηµα του Bolzano.

Παρατηρούµε ότι ένα και µόνο ένα από τα πολυώνυµα gj πρέπει να αλλάζει πρόσηµο

σε κάθε διάστηµα αποµόνωσης καθώς είναι χωρίς τετράγωνα και πρώτα µεταξύ τους. Αν

κάποιο gj αλλάζει πρόσηµο σε κάποιο από τα διαστήµατα αποµόνωσης τότε η πολλαπλότητα

της πραγµατικής ϱίζας που περιέχεται στο διάστηµα αυτό είναι j. Κάθε gj µπορεί να

αποτιµηθεί σε κάποιο άκρο ενός διαστήµατος αποµόνωσης µε πολυπλοκότητα eOB(Æ2i d � ),
αν χρησιµοποιήσουµε τον κανόνα του Horner. Μπορούµε ωστόσο να το αποτιµήσουµε

πάνω σε όλα τα άκρα (το πλήθος τους είναι το πολύ d+ 1) σε χρόνο eOB(Æi d2 � ) [263, 275]

(δείτε Εν. 2.2).

Εφόσον
Pmi=1 Æi � d η συνολική πολυπλοκότητα είναι eOB(d3� ).

Αν το πλήθος των διαστηµάτων που περιέχει η λίστα L είναι k τότε κατασκευάζουµε µία

λίστα M , µεγέθους k, τέτοια ώστε αν M [j℄ = mj 2 N, τότε η πραγµατική ϱίζα του A που

περιέχεται στο j-οστό διάστηµα αποµόνωσης της L έχει πολλαπλότητα mj .
Από τα παραπάνω προκύπτει ότι η συνολική πολυπλοκότητα του αλγορίθµου realRootSolver

είναι το µέγιστο ανάµεσα στο eOB(d3� ) και στην πολυπλοκότητα του αλγορίθµου realRootIsolator.

3.4 Ο αλγόριθµος του Kronecker

Ο Kronecker [166], δείτε επίσης [55], παρουσίασε έναν αλγόριθµο για την αποµόνωση των πραγ-

µατικών ϱιζών ενός πολυωνύµου χωρίς τετράγωνα. Ο αλγόριθµος ϐασίζεται στον ϑεώρηµα του

Bolzano, δηλαδή ότι αν σε ένα διάστηµα περιέχεται µία και µόνο πραγµατική ϱίζα ενός πολυωνύ-

µου τότε το πολυώνυµο έχει διαφορετικό πρόσηµο στα άκρα του διαστήµατος. Ο αλγόριθµος είναι

απλός αλλά όχι πολυωνυµικός. Τον παρουσιάζουµε προκειµένου να εισάγουµε τον αναγνώστη

στους ακριβείς αλγορίθµους αποµόνωσης των πραγµατικών ϱιζών αλλά και για να απαντήσουµε

σε ένα ερώτηµα των Collins and Loos [55] σχετικά µε το αναµενόµενο πλήθος των διαστηµάτων

που εξετάζει ο αλγόριθµος.

Ο ψευδο-κώδικας του αλγορίθµου kronecker παρουσιάζεται στον Αλγ. 2. Η είσοδος του

αλγορίθµου είναι ένα πολυώνυµο Ared χωρίς τετράγωνα και η έξοδός του είναι µία λίστα L µε τα

διαστήµατα αποµόνωσης των πραγµατικών ϱιζών.

Καταρχάς, ο αλγόριθµος υπολογίζει ένα απόλυτο ϕράγµα στις ϱίζες (Εν. 3.2). ΄Ολα τα

ϕράγµατα έχουν, ασυµπτωτικά, το ίδιο δυαδικό µήκος, συνεπώς µπορούµε να υποθέσουµε ότιB = 2� . Το ϐήµα αυτό µπορεί να µην εκτελεστεί αν υποθέσουµε ότι έχει προηγηθεί ο αλγόριθµος

realRootIsolator. Στη συνέχεια υπολογίζει το ϕράγµα διαχωρισµού, έστω � (Εν. 3.2).

Ακολούθως χωρίζει το διάστηµα [�B;B℄ σε διαστήµατα µήκους � και ελέγχει, µε το ϑεώρηµα

του Bolzano, αν κάποιο από αυτά περιέχει κάποια πραγµατική ϱίζα του Ared. Η συνάρτηση

add(L; [a; b℄), εισάγει το διάστηµα [a; b℄ στη λίστα L των διαστηµάτων αποµόνωσης.

Η ανάλυση της πολυπλοκότητας του αλγορίθµου ϐασίζεται στο πόσες ϕορές εκτελείται ο

ϐρόγχος while (Γραµµή 6), δηλαδή εξαρτάται από το πόσα διαστήµατα εξετάζει. Εφόσον το
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Algorithm 2: kronecker (Ared)
Input: Ared 2 Z[X℄
Output: Μια λίστα από διαστήµατα αποµόνωσηςL ;1 B  AbsoluteRootBound(Ared)2 � separationBound(Ared)3

a �B4 sL  sign(Ared(a))5

while a < B do6

b a +�7 sR  sign(Ared(b))8

if sR = 0 then L add(L; [b; b℄)9

if sL � sR < 0 then L add(L; [a; b℄)10

a b11 sL  sR12

return L13

αρχικό διάστηµα είναι [�2� ; 2� ℄ έχει µήκος 2�+1. Επίσης � = 2�O(d�), δείτε Εν. 3.2. Εποµένως,

ο αλγόριθµος εξετάζει 2O(d�) διαστήµατα.

Σε κάθε ϐήµα υπολογίζει την αποτίµηση του Ared πάνω σε ένα ϱητό αριθµό δυαδικού µήκους

το πολύ O(d� ). Η πολυπλοκότητα της αποτίµησης είναι eOB(d3� ) (Εν. 2.2).

Συνεπώς µπορούµε να διατυπώσουµε το παρακάτω ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 3.34 (kronecker)

΄Εστω πολυώνυµο Ared 2 Z[X℄ χωρίς τετράγωνα, τέτοιο ώστε deg(Ared) = d και L (Ared) = � . Ο

αλγόριθµος kronecker αποµονώνει τις πραγµατικές ϱίζες του Ared σε χρόνο eOB(2d�d3� ).
Υπάρχει µια προφανής ϐελτίωση του αλγορίθµου Kronecker. Αντί να υπολογίζουµε κάθε

ϕορά τα πρόσηµα στα άκρα ενός διαστήµατος ϑα µπορούσαµε να υπολογίζουµε το πρόσηµο

στα άκρα d διαστηµάτων, ταυτόχρονα, µε την ίδια πολυπλοκότητα (Εν. 2.2). ∆υστυχώς αυτή η

παραλλαγή δεν ϐελτιώνει την εκθετική πολυπλοκότητα του αλγορίθµου καθώς τα διαστήµατα που

πρέπει να εξεταστούν είναι 2O(d�)=d = 2O(d�).
Αν χρησιµοποιήσουµε τον αλγόριθµο kronecker ως realRootIsolator στον Αλγ. 1 τότε η πο-

λυπλοκότητα είναι eOB(2d �d3� +d3� ) ή eOB(2d �d3� ) για τον υπολογισµό και των πολλαπλοτήτων

των πραγµατικών ϱιζών.

Οι Collins and Loos [55] έθεσαν το ερώτηµα σχετικά µε το πόσα διαστήµατα κατά µέσο όρο

εξετάζει ο αλγόριθµος kronecker. Θα προσπαθήσουµε να απαντήσουµε σε αυτό το ερώτηµα

κάνοντας την υπόθεση ότι κάθε διάστηµα έχει την ίδια πιθανότητα να περιέχει µία πραγµατική

ϱίζα του Ared.
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Αν υποθέσουµε ότι το πλήθος των πραγµατικών ϱιζών, έστω R, δεν είναι γνωστό και ότι R < d,
τότε ο αλγόριθµος, πάντοτε, εξετάζει όλα τα διαστήµατα, καθώς δεν µπορεί να γνωρίζει πότε

πρέπει να σταµατήσει.

Ας υποθέσουµε λοιπόν ότι γνωρίζουµε το ακριβές πλήθος των πραγµατικών ϱιζών, R � d.
΄Εστω K όλα τα διαστήµατα προς εξέταση. ΄Ολες οι δυνατές ϑέσεις των ϱιζών είναι

�KR�. Το πόσα

διαστήµατα ϑα εξεταστούν εξαρτάται από τη ϑέση της µεγαλύτερης ϱίζας, η οποία µπορεί να

ϐρίσκεται από τη ϑέση R έως και τη ϑέση K. Αν ϐρίσκεται στην ` ϑέση, όπου R � ` � K,

τότε εξετάζονται ` διαστήµατα και υπάρχουν
�`�1R � τέτοιες περιπτώσεις. Συνεπώς η µέση τιµή του

πλήθους των εξεταζόµενων διαστηµάτων είναιPK̀=R � `�1R�1� `�KR� = R (K + 1)R+ 1
Αν R = 1, τότε προφανώς δεν χρειάζεται να εκτελεστεί ο αλγόριθµος kronecker καθώς έχου-

µε, από κατασκευής, ένα διάστηµα αποµόνωσης, το [�B;B℄. Αν παρ΄ όλα αυτά ο αλγόριθµος

εκτελεστεί, για παράδειγµα αν ϑέλουµε να υπολογίσουµε ένα, µικρού µήκους, διάστηµα που να

περιέχει την πραγµατική ϱίζα, τότε το αναµενόµενο πλήθος των εξεταζόµενων διαστηµάτων είναιK+12 . Το οποίο προφανώς συµπίπτει µε τον αναµενόµενο πλήθος πλήθος συγκρίσεων κατά τη

σειριακή αναζήτηση ενός στοιχείου σε ένα πίνακα [161].

3.5 Αλγόριθµοι υποδιαίρεσης

Στην παρούσα παράγραφο ϑα εξειδικεύσουµε τον αλγόριθµο realRootIsolator µε αλγορίθµους

υποδιαίρεσης, τους οποίους ϑα συµβολίσουµε µε subdivisionSolversm. Θα ϑεωρήσουµε ότι το

πολυώνυµο, Ared που εξετάζουµε είναι χωρίς τετράγωνα και ότι deg(Ared) = d και L (Ared) = � .

Υπενθυµίζουµε ότι οι αλγόριθµοι υποδιαίρεσης για την αποµόνωση των πραγµατικών ϱιζών είναι

παρόµοιοι µε αυτόν της δυαδικής αναζήτησης.

Ο ψευδοκώδικας του γενικού αλγορίθµου υποδιαίρεσης παρουσιάζεται στον Αλγ. 3. Η είσοδος

είναι το πολυώνυµο Ared 2 Z[X℄ χωρίς τετράγωνα και ένα διάστηµα I0 στο οποίο ϑέλουµε να

αποµονώσουµε τις πραγµατικές ϱίζες του Ared. Συνήθως το I0 περιέχει όλες τις πραγµατικές

ϱίζες του Ared. Ο αλγόριθµος χρησιµοποιεί µια στοίβα Q η οποία περιέχει Ϲεύγη της µορφήςff; Ig. Η σηµασιολογία του Ϲεύγους είναι ότι απαιτείται να αποµονώσουµε τις πραγµατικές ϱίζες

του f στο διάστηµα I.

Στον Αλγ. 3 εµφανίζονται κλήσεις σε µερικές ϐοηθητικές, εξωτερικές, συναρτήσεις (αλγο-

ϱίθµους). Καταρχάς εµφανίζονται δύο συναρτήσεις που αφορούν τη στοίβα Q. Η συνάρτηση

push(Q; ff; Ig), η οποία εισάγει το Ϲεύγος ff; Ig στην κορυφή της στοίβας και η συνάρτηση

pop(Q) η οποία επιστρέφει το Ϲεύγος που ϐρίσκεται στην κορυφή της στοίβας Q και ταυτόχρονα

το διαγράφει από αυτήν. Επίσης η συνάρτηση add(L; I), εισάγει το διάστηµα I στη λίστα L των

διαστηµάτων αποµόνωσης.

Τέλος, υπάρχουν τρεις εξωτερικές συναρτήσεις µε δείκτη sm οι οποίες επιδέχονται διαφο-

ϱετικής υλοποίησης ανάλογα µε τον αλγόριθµο υποδιαίρεσης που χρησιµοποιείται. Καταρχάς,

η συνάρτηση initializationsm εκτελεί κάποιες διαδικασίες αρχικοποίησης ανάλογα µε τον αλγό-

ϱιθµο υποδιαίρεσης. Η συνάρτηση countsm(f; I) επιστρέφει το πλήθος (ή ένα άνω ϕράγµα στο
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Algorithm 3: subdivisionSolversm(Ared; I0)
Input: Ared 2 Z[X℄, I0 = [a; b℄
Output: Μια λίστα από διαστήµατα αποµόνωσης

initializationsm(Ared; I0)1 L ;2 Q ;3 Q push(Q; fA; I0g)4

while Q 6= ; do5 ff; Ig  pop(Q)6 V  countsm(f; I)7

switch V do8

case V = 0 continue9

case V = 1 L add(L; I)10

case V > 111 ffL; ILg; ffR; IRg  splitsm(f; I)12 Q push(Q; ffL; ILg)13 Q push(Q; ffR; IRg)14

return L15

πλήθος) των πραγµατικών ϱιζών του f στο I. Τέλος η συνάρτηση splitsm(f; I) υποδιαιρεί το διά-

στηµα I σε δύο ίσα υποδιαστήµατα και ανάλογα µε τον αλγόριθµο ενδεχοµένως υποδιαιρεί και

το f .

Παρατηρούµε ότι η πολυπλοκότητα του αλγορίθµου υποδιαίρεσης εξαρτάται από το πόσες

ϕορές εκτελείται ο ϐρόγχος while (Γραµµή 5 στον Αλγ. 3) και από το κόστος των συναρτήσεων

countsm(f; I) και splitsm(f; I). Επίσης, σε κάθε ϐήµα του αλγορίθµου, αφού το προς εξέταση

διάστηµα χωρίζεται σε δύο ίσα υποδιαστήµατα, µπορούµε να υποθέσουµε ότι το δυαδικό µήκος

των άκρων του διαστήµατος αυξάνεται κατά ένα. Πιο συγκεκριµένα αν υποθέσουµε ότι τα άκρα

του αρχικού διαστήµατος I0, έχουν µήκος � , τότε στο h ϐήµα του αλγορίθµου το δυαδικό µήκος

των άκρων του προς εξέταση διαστήµατος I � J0 είναι � + h.

Οι διάφοροι αλγόριθµοι υποδιαίρεσης χαρακτηρίζονται ανάλογα µε το πως υλοποιούν τις τρεις

αυτές συναρτήσεις. Θα εξετάσουµε τρεις τέτοιους αλγορίθµους :

• τον αλγόριθµο sturm ή subdivisionSolversturm,

• τον αλγόριθµο descartes ή subdivisionSolverdescartes, και

• τον αλγόριθµο bernstein ή subdivisionSolverbernstein.

Σηµείωση 3.35. Στον Αλγ. 3 ϑα πρέπει να προστεθεί ένας έλεγχος σχετικά µε το αν το µέσο

κάποιου προς εξέταση διαστήµατος I αποτελεί ϱίζα του f . Ο έλεγχος αυτός δεν επηρεάζει την

πολυπλοκότητα του αλγορίθµου και γι΄ αυτό τον παραλείπουµε για λόγους απλότητας.
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Επιπρόσθετα, ο Αλγ. 3 µπορεί εύκολα να τροποποιηθεί έτσι ώστε να αποµονώσει τις πραγµα-

τικές ϱίζες του Ared σε κάποιο διάστηµα J � I0.

Ο αλγόριθµος sturm

Ο αλγόριθµος sturm µοιάζει περισσότερο από όλους τους αλγορίθµους υποδιαίρεσης µε αυ-

τόν της δυαδικής αναζήτησης. Χρησιµοποιεί αποτιµήσεις της προσηµασµένης ακολουθίας υπο-

επιλθουσών SR(Ared) προκειµένου να µετρήσει το πλήθος των πραγµατικών ϱιζών του Ared που

περιέχονται σε ένα διάστηµα I (Θεωρ. 2.27).

Παρατηρούµε ότι το Θεωρ. 2.27 µας επιτρέπει να µετρήσουµε τις ϱίζες ενός πολυωνύµου

σε ένα διάστηµα ακόµα και αν αυτό δεν είναι χωρίς τετράγωνα. ∆ηλαδή, ϑα µπορούσαµε να

χρησιµοποιήσουµε την ακολουθία SR(A) αντί της SR(Ared). Ωστόσο, προκειµένου να επιτύ-

χουµε οµοιόµορφη παρουσίαση για όλους τους αλγορίθµους υποδιαίρεσης ϑα υποθέσουµε ότι

η είσοδος είναι ένα πολυώνυµο χωρίς τετράγωνα, καθώς αυτή η υπόθεση (τελικά) δεν επηρεάζει

σηµαντικά τον υπολογισµό της πολυπλοκότητας.

Το ότι ο αλγόριθµος τερµατίζει, εξασφαλίζεται από το ότι το Q είναι Αρχιµήδειο σώµα [14].

΄Ενα σώµα είναι Αρχιµήδειο αν µπορεί να οριστεί σε αυτό διάταξη, και άρα απόλυτη τιµή, και

αν για κάθε στοιχείο του, έστω x, υπάρχει ένας ϕυσικός αριθµός n τέτοιος ώστε jxj < n. Κατά

συνέπεια, οι συνεχείς υποδιαιρέσεις µικραίνουν τα διαστήµατα, τα οποία τελικά γίνονται τόσο

µικρά όσο το ϕράγµα διαχωρισµού. Προφανώς, σε διαστήµατα µε µήκος τόσο µικρό όσο το

ϕράγµα διαχωρισµού περιέχεται µία ή καµία πραγµατική ϱίζα.

Algorithm 4: initializationsturm(Ared; I)
Input: Ared 2 Z[X℄, I = [a; b℄
Output: StHa(A)
compute SR(Ared)1

Algorithm 5: countsturm(f , I)

Input: f 2 Z[X℄, I = [a; b℄
Output: Το πλήθος των (διαφορετικών)

πραγµατικών ϱιζών του f στο[a; b℄
return var(SR(A ; a)� var(SR(A ; b))1

Algorithm 6: splitsturm(f , I)

Input: f 2 Z[X℄, I = [a; b℄
Output: ∆ιαµέριση του διαστήµατος I και

του f
m a+b21

IL  [a;m℄2

IR  [m; b℄3

return ff; ILg; ff; IRg4

Παρουσιάζουµε τώρα την ανάλυση πολυπλοκότητας των διαφόρων συναρτήσεων που εµπλέ-

κονται στην εκτέλεση του αλγορίθµου.
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• initializationsturm (Αλγ. 4)

Η αρχικοποίηση του αλγορίθµου συνίσταται στο να υπολογίσουµε την ακολουθία SR(Ared).
Η πολυπλοκότητα της συνάρτησης είναι eOB(d2� ) (Θεωρ. 2.31).

• splitsturm (Αλγ. 6)

Η συνάρτηση αυτή υπολογίζει το µέσον του I και επιστρέφει δύο υποδιαστήµατα. Η πολυ-

πλοκότητα της συνάρτησης είναι OB(� + h).
• countsturm (Αλγ. 5)

Θεωρούµε ότι ϐρισκόµαστε σε ϐάθος h στο δένδρο διαµέρισης και έστω ότι το προς εξέταση

διάστηµα είναι το I. Τα άκρα του I έχουν δυαδικό µήκος ϕραγµένο από � + h.

Το κόστος της συνάρτησης εξαρτάται από το κόστος αποτίµησης της ακολουθίας SR(Ared)
πάνω στα άκρα του I, το οποίο είναι eOB �d2(� + h)� (Θεωρ. 2.32).

Υπενθυµίζουµε ότι η συνάρτηση countsturm(f; I) µετρά ακριβώς το πλήθος των πραγµατι-

κών ϱιζών του f στο I.

Σηµείωση 3.36. Παρατηρούµε ότι δεν χρειάζεται να περνάµε ως παράµετρο κάποιο πολυώνυµοf στις συναρτήσεις splitsturm και countsturm. Παρ΄όλα αυτά το κάνουµε προκειµένου ο ψευδο-

κώδικας να είναι ο ίδιος σε όλους τους αλγορίθµους υποδιαίρεσης. Επίσης, σε όλη τη διάρκεια

του αλγορίθµου f � Ared.

Ο αλγόριθµος descartes

Algorithm 7: initializationdescartes(Ared, I0)
Input: Ared 2 Z[X℄, I0 = [a; b℄
Output: Το Ared µετασχηµατίζεται έτσι ώστε όλες οι ϱίζες του στο I0 να είναι στο (0; 1)Ared  Ared ((b� a)X + a)1

Algorithm 8: countdescartes(f , I)

Input: f 2 Z[X℄
Output: ΄Ενα άνω ϕράγµα στις

πραγµατικές ϱίζες του f στο(0; 1)g  T�1(R(f))(X)1

return var(g)2

Algorithm 9: splitdescartes(f , I)

Input: f 2 Z[X℄
Output: ∆ιαµέριση του διαστήµατος I και

του f
m a+b21

IL  [a;m℄2

IR  [m; b℄3 fL  H
02(f)(X)4 fR  T�1(H02(f))(X)5

return ffL; ILg; ffR; IRg6
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Ο αλγόριθµος descartes, όπως ήδη έχουµε αναφέρει, ϐασίζεται στον κανόνα προσήµων του

Descartes (Θεωρ. 3.28).

Αρχικά το Ared µετασχηµατίζεται έτσι ώστε όλες οι ϱίζες του στο I0 να περιέχονται πλέον

στο (0; 1). Στο ϐήµα h του αλγορίθµου πρέπει να εξεταστεί το Ϲεύγος ff; Ig. Οι ϱίζες του προς

εξέταση πολυωνύµου f στο (0; 1) αντιστοιχούν στις ϱίζες του Ared στο I. Αν το f έχει περισσότερες

από µία ϱίζες τότε υπολογίζονται δύο υποδιαστήµατα του I, τα IL και IR, όπως επίσης και δύο

πολυώνυµα, fL και fR, τέτοια ώστε οι ϱίζες του fL, αντίστοιχα fR, στο (0; 1) να αντιστοιχούν στις

ϱίζες του Ared στο IL, αντίστοιχα IR, και ο αλγόριθµος επαναλαµβάνεται.

Παρατηρούµε ότι ο κανόνας προσήµων του Descartes δίνει στη γενική περίπτωση µια υπερε-

κτίµηση για το πλήθος των ϑετικών πραγµατικών ϱιζών. Κατά συνέπεια οι υποδιαιρέσεις συνεχί-

Ϲονται µέχρι τα προς εξέταση διαστήµατα να έχουν µήκος τόσο όσο υποδηλώνουν τα ϑεωρήµατα

του ενός και των δύο κύκλων (Θεωρ. 3.32 και Θεωρ. 3.33) προκειµένου να εξασφαλίσουµε ότι

ϑα έχουµε µία ή καµία εναλλαγή προσήµων και άρα ο κανόνας των προσήµων ϑα υπολογίσει

ακριβώς το πλήθος των ϑετικών πραγµατικών ϱιζών. Το γεγονός ότι το Q είναι Αρχιµήδειο σώµα

εξασφαλίζει ότι από τις υποδιαιρέσεις τελικώς ϑα προκύψουν τέτοια (µικρά) διαστήµατα και άρα

ο αλγόριθµος ϑα τερµατίσει.

Παρουσιάζουµε τώρα την ανάλυση πολυπλοκότητας των διαφόρων συναρτήσεων που εµπλέ-

κονται στην εκτέλεση του αλγορίθµου.

• initializationdescartes (Αλγ. 7)

Η αρχικοποίηση του αλγορίθµου συνίσταται στο να µετασχηµατίσουµε το Ared σε ένα πο-

λυώνυµο Ared τέτοιο ώστε οι ϱίζες του Ared στο I0 να αντιστοιχούν στις ϱίζες του Ared στο(0; 1). Αυτό επιτυγχάνεται µε τον µετασχηµατισµό �(X) = (b � a)X + a. Θεωρούµε ότιL (a) = L (b) = � και άρα η πολυπλοκότητα της αρχικοποίησης είναι eOB(d3� ) (Εν. 2.2).

Παρατηρούµε ότι για το Ared ισχύει deg(Ared) = d και L �Ared� = O(d� ).
Προκειµένου να µην επιβαρύνουµε τον συµβολισµό ϑα συµβολίσουµε το Ared πάλι µε Ared.

• countdescartes (Αλγ. 8)

Θεωρούµε ότι ϐρισκόµαστε σε ϐάθος h στο δένδρο διαµέρισης και έστω ότι το προς εξέταση

Ϲεύγος είναι ff; Ig. Οι ϱίζες του f στο (0; 1) αντιστοιχούν στις ϱίζες του αρχικού πολυωνύµου

στο I. Παρατηρούµε ότι τα άκρα του I έχουν δυαδικό µήκος ϕραγµένο από � + h. Επίσης

το προς εξέταση πολυώνυµο έχει δυαδικό µήκος L (f) = O(d� +dh), όπως προκύπτει από

την συνάρτηση split.

Προκειµένου να µετρήσουµε τις ϱίζες του f στο (0; 1) υπολογίζουµε το πολυώνυµο g =
T�1 Æ R Æ f . Οι ϱίζες του g στο (0;1) αντιστοιχούν στις ϱίζες του f στο (0; 1).
Προκειµένου να µετρήσουµε τις ϱίζες χρησιµοποιούµε τον κανόνα προσήµων του Descartes

(Θεωρ. 3.28), άρα αρκεί να υπολογίσουµε τις αλλαγές προσήµων στους συντελεστές του g.
Ο µετασχηµατισµός αντιστροφής, R, δεν αλλάζει το µέγιστο δυαδικό µήκος των συντελεστών

και απαιτεί O(d) αριθµητικές πράξεις ή eOB (d(d� + dh)) (Εν. 2.2).

Ο µετασχηµατισµός T�1 Æ R Æ f έχει πολυπλοκότητα eOB(d2 lg d + d(d� + dh) + d2) καιL (g) = O(d� + (d+ 1)h) (Εν. 2.2).

Η συνάρτηση VAR(g) απαιτεί O(d) αριθµητικές πράξεις ή eOB (d(d� + (d+ 1)h)).
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Συνεπώς το συνολικό κόστος της συνάρτησης είναι eOB(d2 lg d+ d2� + d2h).
• splitdescartes (Αλγ. 9)

Θεωρούµε ότι ϐρισκόµαστε σε ϐάθος h στο δένδρο διαµέρισης και έστω ότι το προς εξέταση

Ϲεύγος είναι ff; Ig. Παρατηρούµε ότι τα άκρα του I έχουν δυαδικό µήκος ϕραγµένο από� + h. Επίσης το προς εξέταση πολυώνυµο έχει δυαδικό µήκος L (f) = O(d� + dh).
Υπολογίζουµε το µέσον του διαστήµατος I µε πολυπλοκότητα OB(� + h).
Εφόσον fL = H

02(f)(X) ο υπολογισµός του απαιτεί O(d) πράξεις ολίσθησης και L (fL) =O(d� + dh+ d) (Εν. 2.2).

Παρατηρούµε ότι fR = T�1(H02(f) = T�1(fL)(X). Συνεπώς ο υπολογισµός του έχει

πολυπλοκότητα eOB(d2 lg d + d(d� + (d + 1)h + d) + d2) και L (fR) = O(d� + dh + 2d)
(Εν. 2.2).

Συµπεραίνουµε ότι η συνολική πολυπλοκότητα της συνάρτησης είναι eOB(d2 lg d + d2� +d2h) και ότι L (fL) = L (fR) = O(d� + dh).
Μια σηµαντική παρατήρηση αφορά το µέγιστο δυαδικό µήκος των συντελεστών των fL καιfR. Αρχικά L (Ared) = d� . Σε κάθε ϐήµα του αλγορίθµου υπόκειται (το πολύ) σε µια

οµοθεσία και σε µία µετατόπιση και άρα οι συντελεστές του αυξάνουν (το πολύ) κατά έναν

προσθετικό παράγοντα d. Γι΄ αυτό υποθέτουµε ότι στο h ϐήµα του αλγορίθµου L (f) =O(d� + dh).
Ο αλγόριθµος bernstein

Algorithm 10: initializationbernstein(Ared, I0)
Input: Ared 2 Z[X℄, I0 = [a; b℄
Output: Το Ared µετασχηµατίζεται στη ϐάση Bernstein στο διάστηµα I0Ared  Pdi=0 biBid(X; a; b)1

Algorithm 11: countbernstein(f , I)

Input: f =Pdi=0 bi Bdi (X), I = [a; b℄
Output: ΄Ενα άνω ϕράγµα στις

πραγµατικές ϱίζες του f στο I

return var(b0; : : : ; bd)1

Algorithm 12: splitbernstein(f , I)

Input: f =Pdi=0 bi Bdi (X), I = [a; b℄
Output: ∆ιαµέριση του διαστήµατος I

και του f
m a+b21

IL  [a;m℄2

IR  [m; b℄3 fL  SL(f)(X)4 fR  SR(f)(X)5

return ffL; ILg; ffR; IRg6
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Μια απλή παρατήρηση που µπορεί να γίνει στον αλγόριθµο του descartes είναι ότι είναι

ανεξάρτητος από το ϐάση στην οποία αναπαρίσταται το πολυώνυµο. Στον αλγόριθµο descartes

που παρουσιάσαµε υποθέσαµε ότι τα πολυώνυµα είναι στη ϐάση των δυνάµεων. Ο αλγόριθµος

bernstein υποθέτει πολυώνυµα στη ϐάση Bernstein (Εν. 2.4). Ο λόγος χρησιµοποίησης αυτής

της αναπαράστασης είναι ότι η αριθµητική ευστάθεια των πολυωνύµων στη ϐάση αυτή είναι πολύ

καλή και έτσι τα αποτελέσµατα του αλγορίθµου αν υλοποιηθεί µε αριθµούς κινητής υποδιαστολής

ή και µε αριθµητική διαστηµάτων είναι αριθµητικά ευσταθή. Επιπρόσθετα, οι ϐρόγχοι των

διαφόρων υπολογισµών που εµπλέκονται στην υλοποίηση του αλγορίθµου είναι πιο σφιχτοί από

ότι στον αλγόριθµο descartes και συνεπώς πιο γρήγοροι στην πράξη. Τέλος, ο έλεγχος για το

πλήθος των ϱιζών είναι πολύ πιο απλοποιηµένος από αυτόν του descartes.

Κατά τα λοιπά ο αλγόριθµος οµοιάζει µε τον descartes. Αρχικά το πολυώνυµο αναπαρίσταται

στη ϐάση Bernstein στο διάστηµα I0. Στο ϐήµα h του αλγορίθµου πρέπει να εξεταστεί το Ϲεύγοςff; Ig. Οι ϱίζες του προς εξέταση πολυωνύµου f στο I αντιστοιχούν στις ϱίζες του Ared στο I. Αν

το f έχει περισσότερες από µία ϱίζες τότε υπολογίζονται δύο υποδιαστήµατα του I, τα IL και IR
και η αναπαράσταση του f στη ϐάση Bernstein στα δύο αυτά υποδιαστήµατα χρησιµοποιώντας

τις απεικονίσεις (2.20) και (2.21) και ο αλγόριθµος επαναλαµβάνεται.

Το ότι ο αλγόριθµος τερµατίζει εξασφαλίζεται, όπως και στην περίπτωση του descartes, από

τα ϑεωρήµατα του ενός και των δύο κύκλων (Θεωρ. 3.32 και Θεωρ. 3.33) και από το ότι το Q είναι

Αρχιµήδειο.

• initializationbernstein (Αλγ. 10)

Η αρχικοποίηση του αλγορίθµου συνίσταται στο να αναπαραστήσουµε το Ared στη ϐάση

Bernstein στο διάστηµα I. Η µετατροπή απαιτεί O(d2) αριθµητικές πράξεις και οι συντε-

λεστές του νέου πολυωνύµου έχουν δυαδικό µήκος O(d� ), δείτε Εν. 2.4 και [203, 205].

΄Αρα το κόστος της αρχικοποίησης είναι ϕραγµένο από eOB(d3� ). Το νέο πολυώνυµο στη

ϐάση Bernstein ϑα το συµβολίσουµε ξανά µε Ared προκειµένου να µην επιβαρύνουµε τον

συµβολισµό.

• countbernstein (Αλγ. 11)

Θεωρούµε ότι ϐρισκόµαστε σε ϐάθος h στο δένδρο διαµέρισης και έστω ότι το προς εξέταση

Ϲεύγος είναι ff; Ig. Για το f ισχύει ότι L (f) = O(d� + dh).
Η συνάρτηση VAR(f) = VAR(b0; : : : ; bd) απαιτείO(d) αριθµητικές πράξεις ή eOB (d(d� + dh)).

• splitbernstein (Αλγ. 12)

Θεωρούµε ότι ϐρισκόµαστε σε ϐάθος h στο δένδρο διαµέρισης και έστω ότι το προς εξέταση

Ϲεύγος είναι ff; Ig. Για το f ισχύει ότι L (f) = O(d� + dh), όπως ακριβώς και στον

αλγόριθµο descartes.

Υπολογίζουµε τις αναπαραστάσεις του f στη ϐάση Bernstein για τα διαστήµατα IL και

IR, fL και fR, χρησιµοποιώντας τις απεικονίσεις (2.20) και (2.21), µε πολυπλοκότηταeOB(d(d+ d� + dh)) = eOB(d3 + d2� + d2h) (Πρότ. 2.36).
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Το δένδρο διαµέρισης

Προκειµένου να ολοκληρώσουµε την ανάλυση πολυπλοκότητας των αλγορίθµων υποδιαίρεσης

πρέπει να υπολογίσουµε το πλήθος των ϐηµάτων που εκτελούν. Υπενθυµίζουµε ότι αλγόριθµοι

υποδιαίρεσης ακολουθούν τη ϕιλοσοφία του αλγορίθµου της δυαδικής αναζήτησης. Κατά συ-

νέπεια, µπορούµε να υποθέσουµε ένα δυαδικό δένδρο, έστω T , ανάλογο µε αυτό της δυαδικής

αναζήτησης, το οποίο στη ϱίζα του έχει το αρχικό διάστηµα, I0 που περιέχει όλες τις πραγµατικές

ϱίζες του Ared και το οποίο υποδιαιρείται κατά την εκτέλεση των αλγορίθµων. Το δένδρο αυτό το

ονοµάζουµε δένδρο διαµέρισης. Ο αριθµός των ϐηµάτων που εκτελούν οι αλγόριθµοι υποδιαίρε-

σης ισούται µε το πλήθος των κόµβων του δένδρου διαµέρισης, το οποίο συµβολίζουµε µε #(T ).
Σε κάθε κόµβο του T αντιστοιχούµε ένα υποδιάστηµα του I0. Παρατηρούµε ότι τα διαστήµατα

που αντιστοιχούν σε κόµβους στο ίδιο ϐάθος του δένδρου έχουν για άκρα ϱητούς αριθµούς µε

το ίδιο δυαδικό µήκος καθώς έχουν προκύψει µετά από ίσο αριθµό υποδιαιρέσεων. Επίσης, τα

ϕύλλα του δένδρου περιέχουν διαστήµατα που περιέχουν είτε µία είτε καµία πραγµατική ϱίζα

του f και το µήκος τους (των διαστηµάτων) δεν είναι µικρότερο από το διάστηµα αποµόνωσης.

Στόχος µας είναι να ϕράξουµε το #(T ).
΄Εστω I το σύνολο των διαστηµάτων τα οποία έχουν δύο παιδιά ϕύλλα στο δένδρο διαµέ-

ϱισης. Εκ κατασκευής, αν I 2 I τότε count sm (f; I) � 2, γιατί αλλιώς δεν υπήρχε λόγος

να το υποδιαιρέσουµε περαιτέρω. Ωστόσο, για τα δύο παιδιά του I, έστω IL και IR, ισχύει

count sm (fL; IL) 2 f0; 1g, αντίστοιχα count sm (fR; IR) 2 f0; 1g, επειδή είναι ϕύλλα στο δένδρο

διαµέρισης. Αν ενδιαφερόµαστε µόνο για τον αλγόριθµο sturm τότε ισχύουν οι πιο αυστηρές

σχέσεις count sturm (f; I) = 2 και count sturm (fL; IL) = count sturm (fR; IR) = 1, επειδή ο αλγό-

ϱιθµος αυτός µετρά ακριβώς το πλήθος των ϱιζών σε κάποιο διάστηµα.

Παρατηρούµε ότι jIj είναι µικρότερο ή ίσο από count sm (Ared; I0), καθώς σε κάθε διαµέριση

το άθροισµα των εναλλαγών προσήµων του f δεν αυξάνεται και για τους τρεις αλγορίθµους.

Ειδικά για τον αλγόριθµο bernstein, δείτε [14, 203, 205]. Πιο συγκεκριµένα ισχύει jIj �
countsm(Ared; I0) � d.

Αν για κάποια (µιγαδική) ϱίζα του f , έστω �, το πραγµατικό της µέρος ανήκει σε ένα διάστηµα

I, <(�) 2 I, τότε ϑα τη συµβολίζουµε µε �I. Μπορούµε να αποδείξουµε την ακόλουθη πρόταση,

η οποία είναι σηµαντική από µόνη της και ϑα µας ϐοηθήσει στο να ϕράξουµε το πλήθος των

διαµερίσεων.

Πρόταση 3.37. ΄Εστω I 2 I. Υπάρχουν δύο διαφορετικές (µιγαδικές) ϱίζες �I 6= �I του f τέτοιες

ώστε j�I� �Ij < 2 jIj.
Απόδειξη: Θεωρούµε ένα διάστηµα I 2 I, τα δύο παιδιά του IL και IR στο δένδρο διαµέρισης

και τα πολυώνυµα fL και fR που αντιστοιχούν σε αυτά. Υπάρχουν οι ακόλουθες περιπτώσεις

σχετικά µε τις εναλλαγές προσήµων των fL και fR στα δύο υποδιαστήµατα IL και IR:

• (1; 1): για όλους τους αλγορίθµους, υπάρχουν δύο, διαφορετικές µεταξύ τους, πραγµα-

τικές ϱίζες � 2 IL και � 2 IR στο διάστηµα I. Συνεπώς j� � �j � jIj. Αυτή είναι και η

µοναδική περίπτωση για τον αλγόριθµο sturm.

• (0; 0): αυτή η περίπτωση µπορεί να παρουσιαστεί µόνο στους αλγορίθµους descartes

και bernstein. Εφόσον ισχύει countsm(f; I) � 2, από το ϑεώρηµα του ενός κύκλου
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(Θεωρ. 3.32) συνεπάγεται ότι υπάρχουν δύο συζυγείς µιγαδικές ϱίζες �; � στον δίσκοD(m(I); jIj2 ). Συνεπώς j� � �j � jIj.
• (1; 0) ή (0; 1): αυτή η περίπτωση µπορεί να παρουσιαστεί µόνο στους αλγορίθµους

descartes και bernstein. Υπάρχει µία πραγµατική ϱίζα � στο I. Εφόσον countsm(f; I) �2, από το ϑεώρηµα των δύο κύκλων (Θεωρ. 3.33) υπάρχουν δύο συζυγείς µιγαδικές ϱίζες�; � στην ένωση των δίσκων D(m(I) � 12p3 ijIj; 1p3 jIj). Η ένωση περιέχεται στο δίσκο µε

διάµετρο 2 jIj. Συνεπώς j� � �j < 2jIj.
Και η πρόταση αποδείχτηκε. ΟΕ∆

Πρόταση 3.38. Οι αλγόριθµοι διαµέρισης εκτελούν O(d2 + d � ) ϐήµατα.

Απόδειξη: Ο αριθµός των ϐηµάτων που εκτελούν οι αλγόριθµοι διαµέρισης ισούται µε το

πλήθος των κόµβων του δένδρου διαµέρισης, τον οποίο ϑα συµβολίσουµε µε #(T ).
Παρατηρούµε ότι το #(T ) είναι µικρότερο ή ίσο από δύο ϕορές το άθροισµα των κόµβων

που περιέχονται στο µονοπάτι από κάθε I 2 I στη ϱίζα του δένδρου. Επιπρόσθετα το πλήθος

των κόµβων στο µονοπάτι από I 2 I στη ϱίζα του δένδρου διαµέρισης είναι lg jI0jjIj . Συνεπώς#(T ) � 2 X
I2I

lg jI0jjIj� 2 jIj lg jI0j � 2X
I2I

lg jIj� 2 jIj lg jI0j+ jIj �X
I2I

lg j�I� �Ij� 2 jIj lg jI0j+ jIj � lgY
I2I

j�I� �Ij (3.5)

όπου στην προτελευταία ανισότητα χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι από την Εν. 3.37 ισχύειj�I� �Ij � 2 jIj ) 1� lg j�I� �Ij � � lg jIj
Για το αρχικό διάστηµα I0, χρησιµοποιώντας ένα από τα απόλυτα ϕράγµατα εγκλεισµού

όλων των (πραγµατικών) ϱιζών (Εν. 3.2), ισχύει

I0 = [�2� ; 2� ℄) lg jI0j = � + 1 (3.6)

Επίσης, καθώς σε κάθε επίπεδο του δένδρου διαµέρισης δεν µπορούµε να έχουµε περισσό-

τερα από d διαστήµατα προς εξέταση, ισχύειjIj � d (3.7)

Προκειµένου να εφαρµόσουµε το Θεωρ. 3.27 στην (3.5), πρέπει να αναδιατάξουµε την πο-

σότητα
Q

I2I
j�I� �Ij έτσι ώστε οι απαιτήσεις για τους δείκτες των ϱιζών να ικανοποιούνται.

Οι προϋποθέσεις του ϑεωρήµατος δεν ικανοποιούνται αν εµφανίζονται συµµετρικά γινόµενα.
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Θεωρούµε τη χειρότερη περίπτωση, να εµφανίζονται µόνο συµµετρικά γινόµενα, δηλαδή η πο-

σότητά µας είναι της µορφής
Q j(�I� �I)(�I� �I)j. Κατά συνέπεια, ϑεωρούµε το τετράγωνο

της ανισότητας του Θεωρ. 3.27 αντικαθιστώντας την ποσότητα k µε
jIj2 και λαµβάνοντας υπ΄ όψιν

ότι disc(Ared) � 1 (αφού το Ared είναι χωρίς τετράγωνα), έχουµεY
I2I

j�I� �Ij � �2 jIj2 � d(d�1)2 M (f)1�d� jIj2 �2� lgYI2I

j�I� �Ij � d2 � d+ jIj+ (2d+ jIj � 2) lgM (f) (3.8)

Λαµβάνοντας υπόψιν ότι lgM (f) � �+12 lg (d+ 1) (Ληµ. 3.4) και συνδυάζοντας τις εξισώσεις

(3.6), (3.7) και (3.8) µε την εξίσωση (3.5) έχουµε ότι#(T ) � 2 d (� + 1) + d+ d2 + (3d� 1)(� + 12 lg (d+ 1))
Και τελικά #(T ) = O(d2 + d� + d lg d). ΟΕ∆

Σηµείωση 3.39. Μπορεί να αποδειχτεί ότι #(T ) = O(d� + d lg d), χρησιµοποιώντας το

Θεωρ. 3.26 και έτσι να γλυτώσουµε έναν παράγοντα d2 [65, 76, 81, 91, 97]. Ωστόσο η απόδειξη

είναι πολύ πιο δύσκολη σε αυτή την περίπτωση καθώς απαιτείται να αποδείξουµε ότι πάντοτε

µπορούµε να αναδιατάξουµε τα γινόµενα των ϱιζών στην (3.8) µε τέτοιο τρόπο ώστε οι απαιτήσεις

του Θεωρ. 3.26 να ικανοποιούνται. Επιπρόσθετα, ο παράγοντας d2 δεν παίζει κανένα ϱόλο ότανd = O(� ) ή όταν το πολυώνυµο που επιλύουµε δεν είναι χωρίς τετράγωνα.

Πολυπλοκότητα των αλγορίθµων υποδιαίρεσης

Θα αποδείξουµε ότι η πολυπλοκότητα των αλγορίθµων υποδιαίρεσης είναι eOB(d4� 2). Υποθέτου-

µε (καταρχάς) d = O(� ) για να απλοποιήσουµε τον συµβολισµό.

Θεώρηµα 3.40 (subdivisionSolver)

΄Εστω Ared 2 Z[x℄ χωρίς τετράγωνα, τέτοιο ώστε deg(Ared) = d και L (Ared) = � . Οι αλγόριθµοι

υποδιαίρεσης sturm, descartes και bernstein για την αποµόνωση των πραγµατικών ϱιζών του Ared
έχουν πολυπλοκότητα eOB(d4 � 2).

Επιπρόσθετα το δυαδικό µήκος των ϱητών αριθµών που είναι άκρα των διαστηµάτων αποµόνω-

σης ϕράσσεται από O(d � ).
Απόδειξη: Τα άκρα των διαστηµάτων αποµόνωσης έχουν δυαδικό µήκος το πολύ O(d� ), όπως

προκύπτει από το ϕράγµα διαχωρισµού (Σηµ. 3.24). Υπενθυµίζουµε ότι το πλήθος των ϐηµάτων

και για τους τρεις αλγορίθµους είναι O(d2 + d� ). Εξετάζουµε κάθε αλγόριθµο ξεχωριστά.

• sturm

Στη χειρότερη περίπτωση πρέπει να αποτιµήσουµε την SR(Ared) πάνω σε κάποιο ϱη-
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τό αριθµό δυαδικού µήκους O(d� ). Η πολυπλοκότητα της αποτίµησης είναι eOB(d3� )
(Θεωρ. 2.32). Εφόσον χρειάζεται να εκτελέσουµε το πολύ O(d2 + d� ) τέτοιες αποτιµήσεις

(Πρότ. 3.38), το συνολικό κόστος του αλγορίθµου είναι eOB(d5� + d4� 2) ή eOB(d4� 2).
• descartes

Το κόστος στο ϐήµα h είναι eOB(d2 lg d + d2� + d2h) για την συνάρτηση count καιeOB(d2 lg d + d2� + d2h) για τη συνάρτηση split (Εν. 3.5). Το συνολικό κόστος στο ϐήµαh είναι eOB(d2 lg d+ d2� + d2h).
Αθροίζοντας πάνω σε όλα τα ϐήµατα του αλγορίθµου που είναι

Ph = eOB(d2 + d� )
(Πρότ. 3.38), συµπεραίνουµε ότι η πολυπλοκότητα του αλγορίθµου είναι eOB(d6 + d5� +d4� 2) ή eOB(d4� 2).

• bernstein

Το κόστος στο ϐήµα h είναι eOB(d2�+d2h) για τη συνάρτηση count και eOB(d3+d2�+d2h)
για τη συνάρτηση split (Εν. 3.5). Το συνολικό κόστος στο ϐήµα h είναι eOB(d3+d2�+d2h).
Αθροίζοντας πάνω σε όλα τα ϐήµατα του αλγορίθµου που είναι

Ph = eOB(d2 + d� )
(Πρότ. 3.38), συµπεραίνουµε ότι η πολυπλοκότητα του αλγορίθµου είναι eOB(d6 + d5� +d4� 2) ή eOB(d4� 2).

Και το ϑεώρηµα αποδείχτηκε. ΟΕ∆

΄Οταν πρέπει να αποµονώσουµε τις πραγµατικές ϱίζες ενός πολυωνύµου A, το οποίο δεν εί-

ναι χωρίς τετράγωνα και/ή ϑέλουµε να υπολογίσουµε τις πολλαπλότητες των πραγµατικών ϱιζών

τότε µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τον αλγόριθµο realRootSolver (Αλγ. 1) αντικαθιστών-

τας τη συνάρτηση realRootIsolator µε κάποιον από τους αλγορίθµους sturm, descartes ή

bernstein. Η πολυπλοκότητα του realRootSolver είναι το µέγιστο ανάµεσα στην πολυπλοκό-

τητα του realRootIsolator και του eOB(d3� ). Επιπρόσθετα ϑα πρέπει να λάβουµε υπόψιν µας

ότι το δυαδικό µήκος του Ared είναι O(d + � ) (Θεωρ. 2.34) καθώς αντιπροσωπεύει το µέγιστο

δυαδικό µήκος των συντελεστών του χωρίς τετράγωνα µέρους του πολυωνύµου A.

Μπορούµε να διατυπώσουµε το ακόλουθο πιο γενικό ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 3.41 (realRootSolver)

΄Εστω A 2 Z[X℄ τέτοιο ώστε deg(A) = d και L (A) = � , όχι απαραίτητα χωρίς τετράγωνα. Η

πολυπλοκότητα του αλγορίθµου realRootSolver για την αποµόνωση και τον υπολογισµό των πολ-

λαπλοτήτων των πραγµατικών ϱιζών του A, χρησιµοποιώντας ως realRootIsolator οποιονδήποτε

από τους αλγορίθµους sturm, descartes και bernstein είναι eOB(d6 + d5 � + d4 � 2) ή eOB(d4� 2)
αν d = O(� ).

Επιπρόσθετα, το δυαδικό µήκος των ϱητών αριθµών που είναι άκρα των διαστηµάτων αποµόνω-

σης ϕράσσεται από O(d � ).
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Σηµείωση 3.42. Αν ϑεωρήσουµε ότι N = max fd; �g, τότε η πολυπλοκότητα των παραπάνω

αλγορίθµων είναι eOB(N6). Υπενθυµίζουµε ότι η πολυπλοκότητα των αριθµητικών (προσεγγιστι-

κών) αλγορίθµων είναι eOB(d3� ) = eOB(N4).
΄Οσον αφορά τους αλγορίθµους Descartes και Bernstein ϑα µπορούσαµε να µην υπολο-

γίσουµε το χωρίς τετράγωνα µέρος του Ared. Σε αυτή την περίπτωση ϑα ϐασιζόµασταν σε µια

γενίκευση του ϑεωρήµατος του Vincent (Θεωρ. 3.43), η οποία οφείλεται στο Wang [6]. Χρησι-

µοποιώντας αυτό το ϑεώρηµα µπορούµε να συνεχίσουµε τις υποδιαιρέσεις µέχρι να ϕτάσουµε το

ϕράγµα διαχωρισµού. Τότε ο αριθµός των εναλλαγών προσήµων ϑα υποδήλωνε την πολλαπλότητα

της πραγµατικής ϱίζας που ϑα είχαµε αποµονώσει.

Η προσέγγιση αυτή αν και σηµαντική γιατί καταρρίπτει την µέχρι σήµερα γνωστή υπόθεση

ότι οι οι αλγόριθµοι που στηρίζονται στον κανόνα προσήµων του Descartes πρέπει να απαιτούν

πολυώνυµο χωρίς τετράγωνα, δεν συνίσταται για πρακτικές εφαρµογές καθώς είναι πολύ δαπα-

νηρό υπολογιστικά να απαιτήσουµε να υποδιαιρέσεις µέχρι το ϑεωρητικό ϕράγµα διαχωρισµού,

δείτε Σηµ. 3.24.

3.6 Ο αλγόριθµος των συνεχών κλασµάτων

Εισαγωγή στα συνεχή κλάσµατα

Παρουσιάζουµε µια γρήγορη επισκόπηση των συνεχών κλασµάτων η οποία αν και απέχει πα-

ϱασάγκας από το να χαρακτηριστεί πλήρης ικανοποιεί τις ανάγκες µας. Η παρουσίασή µας

ακολουθεί τον van der Poorten [256]. Για µια πιο λεπτοµετρή παρουσίαση ο αναγνώστης µπορεί

να ανατρέξει για παράδειγµα στους Akritas [5], Bombieri and van der Poorten [31], Khintchine

[155], van der Poorten [256], Yap [275].

΄Ενα απλό συνεχές κλάσµα (simple or regular continued fraction) είναι µια (πιθανά άπειρη)

έκφραση της µορφής 0 + 11 + 12 + : : : = [0; 1; 2; : : : ℄
όπου οι αριθµοί i ονοµάζονται µερικά πηλίκα (partial quotients), i 2 Z και i � 1 για i >0. Παρατηρούµε ότι το 0 µπορεί να είναι είτε ϑετικός είτε αρνητικός αριθµός, ωστόσο για

τον αλγόριθµο που ϑα παρουσιάσουµε µπορούµε να υποθέσουµε ότι 0 � 0. Θεωρώντας τις

αναδροµικές σχέσεις P�1 = 1; P0 = 0; Pn+1 = n+1 Pn + Pn�1Q�1 = 0; Q0 = 1; Qn+1 = n+1Qn +Qn�1
µπορεί να δειχτεί µε επαγωγή ότι Rn = PnQn = [0; 1; : : : ; n℄, για n = 0; 1; 2; : : : και επίσης ότιPnQn+1 � Pn+1Qn = (�1)n+1PnQn+2 � Pn+2Qn = (�1)n+1n+2
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Αν  = [0; 1; : : : ℄ τότε = 0 + 1Q0Q1 � 1Q1Q2 + � � � = 0 + 1Xn=1 (�1)n�1Qn�1Qn
και καθώς η προηγούµενη σχέση είναι µια σειρά από αριθµούς που συνεχώς µειώνονται και

έχουν εναλλασσόµενα πρόσηµα, συµπεραίνουµε ότι συγκλίνει σε έναν πραγµατικό αριθµό .

΄Ενα πεπερασµένο τµήµα Rn = PnQn = [0; 1; : : : ; n℄ ονοµάζεται n�οστό αναγώγηµα (convergent

ή approximant) του  και η ουρά n+1 = [n+1; n+2; : : : ℄ είναι γνωστή ως ολικό πηλίκο (complete

quotients). ∆ηλαδή ισχύει  = [0; 1; : : : ; n; n+1℄ για n = 0; 1; 2; : : : . Υπάρχει µία ‘1-1’

αντιστοιχία µεταξύ των πραγµατικών αριθµών και συνεχών κλασµάτων, όπου τα πεπερασµένα

συνεχή κλάσµατα αντιστοιχούν σε ϱητούς αριθµούς.

Είναι γνωστό ότι Qn � Fn+1 και ότι Fn+1 < �n < Fn+2, όπου Fn είναι ο n�οστός όρος

Fibonacci και � = 1+p52 ο χρυσός λόγος (golden ratio). Τα συνεχή κλάσµατα είναι η καλύτερη

(για δεδοµένο µέτρο παρανοµαστή) προσέγγιση, δηλαδή1Qn(Qn+1 +Qn) � ���� � PnQn ���� � 1QnQn+1 � 1Q2n < ��2n
Ισχύει επίσης και η λιγότερο ακριβής σχέση :���� � PnQn ���� < 1n+1Q2n
΄Εστω  = [0; 1; : : : ℄ η ανάπτυξη σε συνεχές κλάσµα ενός πραγµατικού αριθµού. Η κατανοµή

Gauss-Kuzmin [31, 224] δηλώνει ότι για σχεδόν όλους τους πραγµατικούς αριθµούς  (το σύνολο

των εξαιρέσεων έχει Lebesque µέτρο µηδέν) η πιθανότητα ένας ϑετικός ακέραιος Æ να εµφανίζεται

στην ανάπτυξη σε συνεχές κλάσµα του  είναι

Prob[i = Æ℄ = lg (Æ + 1)2Æ(Æ + 2) ; i > 0 (3.9)

Η κατανοµή Gauss-Kuzmin δεν µας επιτρέπει να ϕράξουµε τη µέση τιµή των µερικών πηλίκων

ή µε άλλα λόγια η αναµενόµενη τιµή (µέσος όρος) των µερικών πηλίκων αποκλίνει, δηλαδή

E[i℄ = 1XÆ=1 ÆProb[i = Æ℄ =1;
για κάθε i > 0. Παρ΄ όλα αυτά ο γεωµετρικός αλλά και ο αρµονικός µέσος όχι µόνο ϕράσσονται

αυµπτωτικά αλλά ϕράσσονται και από µία σταθερά. Για την περίπτωση του γεωµετρικού µέσου

αυτή η σταθερά είναι η περίφηµη σταθερά Khintchine [155], όπουlimn!1 nvuut nYi=1 i = K = 2:685452001:::
και για την οποία σταθερά δεν είναι γνωστό αν είναι άρρητος ή υπερβατικός αριθµός. Ο αναγνώ-

στης µπορεί να ανατρέξει στην εργασία των Bailey et al. [12] όπου υπάρχει µια εµπεριστατωµένη
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µελέτη των λεγόµενων Khintchine’s means. Η αναµενόµενη τιµή του δυαδικού µήκους των µε-

ϱικών πηλίκων είναι σταθερή για σχεδόν όλους τους αλγεβρικούς αριθµούς, όταν n ! 1 ή n
αρκετά µεγάλο [155, 224]. Ακολουθώντας προσεκτικά τους Richtmyer et al. [224], έχουµε:

E[ln i℄ = 1n nXi=1 ln i = lnK = 0:98785:::;
καθώς n!1, 8i > 0. Αν L (i) , bi, τότε

E[bi℄ = O(1) (3.10)

΄Ενας πραγµατικός αριθµός έχει (τελικά) περιοδική ανάπτυξη σε συνεχές κλάσµα αν και

µόνο αν είναι πραγµατική ϱίζα ενός πολυωνύµου δευτέρου ϐαθµού. Το σύνολο των πραγµατικών

αλγεβρικών αριθµών είναι Lebesque µέτρου 0 και ενδεχοµένως τόσο η κατανοµή Gauss–Kuzmin

όσο και ο νόµος του Khintchine να µην ισχύει στο Ralg . ΄Οπως τονίζουν οι Brent, van der Poorten,

and Riele [33]: “There is no reason to believe that the continued fraction expansions of non-

quadratic algebraic irrationals generally do anything other than faithfully follow Khintchine’s

law”2. Επιπρόσθετα, ένα πλήθος πειραµατικών αποτελεσµάτων [31, 224, 228] επιβεβαιώνει τον

ισχυρισµό, ότι τόσο η κατανοµή Gauss-Kuzmin όσο και ο νόµος του Khintchine είναι εν ισχύ

στην ανάπτυξη σε συνεχές κλάσµα των πραγµατικών αλγεβρικών αριθµών, ϐαθµού > 2. Αποτελεί

τεράστια µαθηµατική πρόκληση η ϑεωρητική κατάρριψη ή απόδειξη του ισχυρισµού. Σχετικά µε

το µεγαλύτερο αριθµό που µπορεί να εµφανιστεί στην ανάπτυξη σε συνεχές κλάσµα ενός ϱητού

αριθµού ο αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει στην εργασία του Hensley [132].

Αξίζει να τονίσουµε ότι αν και στηριζόµαστε στην εικασία ότι τα µερικά πηλίκα των πραγµατι-

κών αλγεβρικών αριθµών είναι µη ϕραγµένου µέτρου, αυτή είναι η χειρότερη δυνατή περίπτωση.

Αν αποδειχτεί ότι ϕράσσονται τότε αυτό µπορεί να οδηγήσει µόνο σε ϐελτίωση της πολυπλοκότη-

τας του αλγορίθµου cf που εξετάζουµε.

Περιγραφή του αλγορίθµου cf

Ο αλγόριθµος cf εξαρτάται από το ακόλουθο ϑεώρηµα, το οποίο παρουσιάστηκε από τον Vincent

το 1836 [261]. Το αντίστροφο του Θεωρ. 3.43 εξασφαλίζει τον τερµατισµό του cf και ο αναγνώστης

µπορεί να ανατρέξει στους Akritas [5], Collins and Loos [55], Mignotte [187]. ΄Ενα πολύ ενδιαφέ-

ϱον ερώτηµα είναι εάν τα ϑεωρήµατα του ενός και των δύο κύκλων (Θεωρ. 3.32 και Θεωρ. 3.33)

που χρησιµοποιούνται για την ανάλυση του τερµατισµού των αλγορίθµων υποδιαίρεσης µπο-

ϱούν να χρησιµοποιηθούν και ίσως να ϐελτιώσουν την πολυπλοκότητα του cf. Η απόδειξη του

Θεωρ. 3.43 υπάρχει στις εργασίες των Akritas [5], Alesina and Galuzzi [6], Uspensky [255]. Για

µια πιο σύγχρονη και κοµψή εκδοχή του ϑεωρήµατος του Vincent, ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης

µπορεί να ανατρέξει στους Alesina and Galuzzi [6].

Θεώρηµα 3.43

΄Εστω Ared 2 Z[X℄, χωρίς τετράγωνα, τέτοιο ώστε deg(Ared) = d και έστω � > 0 το ϕράγµα

2Ελεύθερη µετάφραση : ∆εν συντρέχει κανένας λόγος που να µας κάνει να πιστεύουµε ότι οι µη τετραγωνικοί

αλγεβρικοί αριθµοί δεν ακολουθούν πιστά τον νόµο του Khintchine.
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Algorithm 13: cf (A;M;L)

Input: A 2 Z[X℄;M(X) = kX+lmX+n , k; l;m; n 2 Z
Output: A list of isolating intervals

if A(0) = 0 then1 L add(L; [M(0);M(0)℄) ;2 A A(X)=X;3

CF(A;M;L);4 V  var(A);5

if V = 0 then return ;6

if V = 1 then7 L add(L; [M(0);M(1)℄) ;8

return ;9 b plb(A) // plb � positiveLowerBound ;10

if b > 1 then A A(b+X);M  M(b+X) ;11 A1  A(1 +X), M1  M(1 +X) ;12

CF(A1;M1; L) // Looking for real roots in (1;+1);13 A2  A( 11+X ), M2  M( 11+X ) ;14

CF(A2;M2; L) // Looking for real roots in (0; 1) ;15

return ;16

διαχωρισµού του. ΄Εστω n ο µεγαλύτερος δείκτης, τέτοιος ώστεFn�1� > 2 και Fn�1Fn� > 1 + 1�d
όπου Fn είναι ο n-οστός όρος της ακολουθίας Fibonnaci και �d = (1 + 1d) 1d�1 � 1. Η απεικόνισηX 7! [0; 1; : : : ; n; X℄, όπου 0; 1; : : : ; n είναι µια αυθαίρετη ακολουθία ϑετικών ακεραίων

µετασχηµατίζει το Ared(X) στο An(X), το οποίο δεν έχει παραπάνω από µία εναλλαγή προσήµων.

Σηµείωση 3.44. Καθώς ισχύει ότι 34d2 < �d < 4d2 [55] συνάγουµε ότι 1�d + 1 < 2d2 για d � 2.

Κατά συνέπεια, εάν d � 2 µπορούµε να αντικαταστήσουµε τις δύο συνθήκες του Θεωρ. 3.43 από

την Fn�1� � 2d2, καθώς Fn � Fn�1 � 1 και Fn�1Fn� � Fn�1� � 2d2 > 2.

Το Θεώρ. 3.43 µπορεί να χρησιµοποιηθεί προκειµένου να αποµονώσουµε τις ϑετικές πραγµατι-

κές ϱίζες ενός πολυωνύµου Ared, χωρίς τετράγωνα. Προκειµένου να αποµονώσουµε τις αρνητικές

πραγµατικές ϱίζες εφαρµόζουµε τον µετασχηµατισµό X 7! �X στο πολυώνυµο και επαναλαµ-

ϐάνουµε τον αλγόριθµο. Συνεπώς σε ό,τι ακολουθεί ϑα υποθέσουµε ότι αναφερόµαστε µόνο στις

ϑετικές πραγµατικές ϱίζες του Ared.
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Η παραλλαγή του Vincent για τον αλγόριθµο cf είναι η ακόλουθη: ΄Ενα πολυώνυµο A
µετασχηµατίζεται σε A1 µε την απεικόνιση X 7! 1 +X και αν VAR(A1) = 0 ή VAR(A1) = 1 τότε

το A έχει 0, αντίστοιχα 1, πραγµατική ϱίζα µεγαλύτερη από 1 (Θεώρ. 3.28 και Σηµ. 3.29). Αν

VAR(A1) < VAR(A) τότε (πιθανώς) υπάρχουν πραγµατικές ϱίζες του A στο (0; 1), όπως προκύπτει

από το Θεώρηµα του Budan (Θεωρ. 3.31). Το A2 παράγεται εφαρµόζοντας την απεικόνισηX 7! 1=(1+X) στο A, αν VAR(A2) = 0 ή VAR(A2) = 1 τότε το A έχει 0, αντίστοιχα 1, πραγµατική

ϱίζα µεγαλύτερη από 1 (Θεώρ. 3.28 και Σηµ. 3.29).

Η παραλλαγή του Uspensky [255] για τον αλγόριθµο cf, δείτε επίσης [228], σε κάθε ϐήµα

παράγει και τα δύο πολυώνυµα A1 και A2, πιθανώς όπως αναφέρει ο Akritas [1], επειδή δεν

γνώριζε το Θεώρηµα του Budan (Θεώρ. 3.31). Και στις δύο παραλλαγές, αν το µετασχηµατισµένο

πολυώνυµο έχει παραπάνω από µία ενναλλαγή προσήµων τότε επαναλαµβάνουµε τη διδαδικασία.

Ας ϑεωρήσουµε την όλη διαδικασία του cf αλγορίθµου ως ένα άπειρο δυαδικό δένδρο του

οποίου η ϱίζα αντιστοιχεί στο αρχικό πολυώνυµο Ared. Μια διακλάδωση από ένα κόµβο σε έ-

να δεξί παιδί αντιστοιχεί στον µετασχηµατισµό X 7! X + 1, ενώ προς σε ένα αριστερό παιδί

στον µετασχηµατισµό X 7! 11+X . Παρατηρούµε ότι µια ακολουθία από  µετασχηµατισµούςX 7! 1 +X ακολουθούµενη από έναν του τύπου X 7! 1=(1 +X) είναι ισοδύναµη µε δύο µετα-

σχηµατισµούς : έναν του τύπου X 7! + 1=X ακολουθούµενο από X 7! 1 +X. Κατά συνέπεια

ο αλγόριθµος του Vincent (και του Uspensky) είναι µια ακολουθία από µετασχηµατισµούς όπως

αυτοί του Θεώρ. 3.43 και άρα το δένδρο είναι πεπερασµένο. Στα ϕύλλα, του δυαδικού δένδρου

που έχουµε υποθέσει, αντιστοιχούν (µετασχηµατισµένα) πολυώνυµα τα οποία έχουν το πολύ µία

εναλλαγή προσήµων, αν το Θεώρ. 3.43 ισχύει. Ο Akritas [2], δείτε επίσης [5], αντικατέστησε µια

σειρά από µετασχηµατισµούςX 7! X +1 µε έναν µετασχηµατισµό του τύπου X 7! X + b, όπου

το b είναι ένα ϑετικό κάτω ϕράγµα (plb) στις ϑετικές πραγµατικές ϱίζες του πολυωνύµου που

εξετάζουµε. Το ϕράγµα αυτό υπολογίζεται µε κάποιον από τους τύπους της Εν. 3.2. Με αυτό

τον τρόπο, ο αριθµός των ϐηµάτων του cf αλγόριθµου είναι πολυωνυµικός και η πολυπλοκότητά

του είναι eOB(d5� 3). Ωστόσο, δεν είναι προφανές εάν και πώς η ανάλυση της πολυπλοκότητας

λαµβάνει υπόψιν της ότι οι συντελεστές του πολυωνύµου µεγαλώνουν µετά από ένα µετασχηµα-

τισµό µετατόπισης. ΄Ενα ακόµα σηµαντικό Ϲήτηµα είναι το µέτρο και το δυαδικό µήκος των i
(µερικών πηλίκων) που εµφανίζονται κατά τη διάρκεια του αλγορίθµου και χρησιµοποιούνται ως

παράµετροι µετατόπισης.

Για εκείνα τα πολυώνυµα που έχουν µόνο µία εναλλαγή προσήµου χρειάζεται να υπολογίσου-

µε το διάστηµα όπου κείται η πραγµατική ϱίζα του αρχικού πολυωνύµου Ared. Ας ϑεωρήσουµε

ένα πολυώνυµο An το οποίο αντιστοιχεί σε ένα ϕύλλο του δυαδικού δένδρου του αλγορίθµου

και το οποίο έχει µία εναλλαγή προσήµου. Παρατηρούµε ότι το An έχει παραχθεί από µετασχη-

µατισµούς σαν και αυτούς του Θεώρ. 3.43, µε τη ϐοήθεια µιας ακολουθίας ϑετικών ακεραίων0; 1; : : : ; n. Αυτοί οι µετασχηµατισµοί µπορούν να γραφτούν σε πιο συµπαγή µορφή µε τη

χρήση αναγωγηµάτων : M : X 7! PnX + Pn�1QnX +Qn�1 (3.11)

όπου
Pn�1Qn�1 και PnQn είναι συνεχόµενα αναγωγήµατα του συνεχούς κλάσµατος [0; 1; : : : ; n℄. Πα-

ϱατηρούµε ότι η (3.11) είναι ένας µετασχηµατισµός Möbius, για περισσότερες λεπτοµέρειες δείτε

[5, 275]. Εφόσον το An έχει µία εναλλαγή προσήµου. συνεπάγεται ότι έχει µία πραγµατική ϱίζα

στο (0;1), συνεπώς προκειµένου να υπολογίσουµε το διάστηµα αποµόνωσης που αντιστοιχεί στο
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αρχικό πολυώνυµο Ared αποτιµούµε το δεξί µέλος της (3.11) στο 0 και στο1. Τα άκρα (πιθανώς

µη διατεταγµένα) του διαστήµατος αποµόνωσης είναι
Pn�1Qn�1 και PnQn .

Ο ψευδο-κώδικας του αλγορίθµου cf παρουσιάζεται στον Αλγ. 13.

Η αρχική είσοδος του αλγορίθµου είναι ένα πολυώνυµο Ared(X) χωρίς τετράγωνα, ο τετριµ-

µένος µετασχηµατισµός M(X) = X και µια κενή λίστα L όπου ϑα τοποθετηθούν τα διαστήµατα

αποµόνωσης. Χρειαζόµαστε το συναρτησοειδές M προκειµένου να κρατάµε τους µετασχηµα-

τισµούς που λαµβάνουν χώρα κατά την εκτέλεση του αλγορίθµου και έτσι να παράγουµε τα

διαστήµατα αποµόνωσης. Η συνάρτηση plb(A) υπολογίζει ένα ϑετικό κάτω ϕράγµα στις ϑετικές

πραγµατικές ϱίζες του A. Παρατηρούµε ότι οι Γραµµές 14 και 15 στον αλγόριθµο ϑα έπρεπε να

εκτελούνται µόνο όταν VAR(A1) < VAR(A2), σύµφωνα µε το ϑεώρηµα του Budan (Θεωρ. 3.31),

αλλά προκειµένου να απλοποιήσουµε την παρουσίαση το παραλείπουµε, καθώς απλά διπλασιά-

Ϲουν την πολυπλοκότητα.

Σηµείωση 3.45. Υπάρχουν δύο πολύ απλές αλλά πολύ σηµαντικές παρατηρήσεις που αφο-

ϱούν το Θεωρ. 3.43. ΄Οταν το µετασχηµατισµένο πολυώνυµο έχει µία εναλλαγή προσήµου, τότε

το διάστηµα µε άκρα
Pn�1Qn�1 = [0; 1; : : : ; n�1℄ και PnQn = [0; 1; : : : ; n℄ (πιθανώς όχι σε διάταξη)

αποµονώνουν µια πραγµατική ϱίζα του Ared, έστω i. Τότε, προκειµένου το Θεωρ. 3.43 να ισχύει

µπορούµε να ϑεωρήσουµε αντί του ελάχιστου ϕράγµατος διαχωρισµού �, την ποσότητα ji�i j,
όπου i είναι η (µιγαδική) ϱίζα του Ared που ϐρίσκεται πιο κοντά στην ϱίζα i.

Οµοίως, όταν το µετασχηµατισµένο πολυώνυµο δεν έχει καµία εναλλαγή προσήµου και ταPn�1Qn�1 και PnQn αποµονώνουν το ϑετικό πραγµατικό µέρος µιας µιγαδικής ϱίζας i, τότε επίσης

µπορούµε να αντικαταστήσουµε το � µε ji � i j.
Θεώρηµα 3.46

Ο αλγόριθµος cf εκτελεί το πολύ O(d2 + d� ) ϐήµατα.

Απόδειξη: ΄Εστω 0 < j1j � j2j � � � � � jkj, k � d οι (µιγαδικές) ϱίζες του Ared µε ϑετικό

πραγµατικό µέρος και έστω i η ϱίζα του Ared που είναι η πλησιέστερη στην i.
Θεωρούµε το δυαδικό δένδρο T που παράγεται από την εκτέλεση του αλγορίθµου cf. Ο

αριθµός των ϐηµάτων του αλγορίθµου αντιστοιχεί στο πλήθος των κόµβων του T , και το οποίο

πλήθος συµβολίζουµε µε #(T ). Θα χρησιµοποιήσουµε µερικά επιχειρήµατα και το συµβολισµό

από τους Eigenwillig et al. [81] προκειµένου να κλαδέψουµε το δένδρο.

Σε κάθε κόµβο v του T αντιστοιχούµε ένα µετασχηµατισµό Möbius, Mv : X 7! kX+lmX+n , ένα

πολυώνυµο Av και εµµέσως ένα διάστηµα Iv µε πιθανώς µη διατεγµένα άκρα, τα οποία και

υπολογίζονται αν αποτιµήσουµε το Mv στο 0 και στο1.

Υπενθυµίζουµε ότι το Av παράγεται εφαρµόζοντας τον µετασχηµατισµό Mv στο Ared. Στη

ϱίζα του (δένδρου) T αντιστοιχούµε τα Ared, M(X) = X (όπου k = n = 1; l = m = 0) και

εµµέσως το διάστηµα (0;1).
Θεωρούµε ότι ένα ϕύλλο u του T είναι type-i αν το (αντίστοιχο) διάστηµα Iu περιέχει i � 0

πραγµατικές ϱίζες. Εφόσον ο αλγόριθµος τερµατίζει τα ϕύλλα του δένδρου είναι είτε type-0

είτε type-1. Θα κλαδέψουµε κάποια ϕύλλα του T προκειµένου να προκύψει ένα συγκεκριµένο
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υποδένδρο, έστω T 0, όπου ϑα είναι εύκολο να µετρήσουµε τον αριθµό των κόµβων του. Καταρχάς

αποµακρύνουµε κάθε ϕύλλο του οποίου ο αδελφός κόµβος δεν είναι ϕύλλο. Στη συνέχεια

ϑεωρούµε όλα τα ϕύλλα τα οποία έχουν αδελφούς κόµβους που είναι ϕύλλα. Εάν και τα

δύο (αδελφά) ϕύλλα είναι type-1 τότε αποµακρύνουµε τυχαία ένα από αυτά. Εάν το ένα από

αυτά είναι τύπου type-1, τότε αποµακρύνουµε το άλλο. Εάν είναι και τα δύο type-0, τότε

αυτό σηµαίνει ότι στον πατέρα τους αντιστοιχεί ένα πολυώνυµο µε τουλάχιστον δύο εναλλαγές

προσήµου και ότι προσπαθούµε να αποµονώσουµε το ϑετικό πραγµατικό µέρος µιας µιγαδικής

ϱίζας. Κρατάµε το ϕύλλο το οποίο περιέχει το ϑετικό πραγµατικό µέρος της µιγαδικής ϱίζας.

Κατά συνέπεια #(T ) < 2#(T 0).
Στη συνέχεια ϑεωρούµε τα ϕύλλα του T 0. ΄Ολα είναι type-0 ή type-1. Και στις δύο περιπτώ-

σεις στο αντίστοιχο διάστηµα Iv, περιέχεται το ϑετικό πραγµατικό µέρος µιας ϱίζας του Ared και

ισχύει jIvj � ji� i j (Σηµ. 3.45). Επίσης, ο αριθµός των κόµβων από ένα ϕύλλο µέχρι τη ϱίζα

του δένδρου είναι ni, ο οποίος είναι τέτοιος ώστε να ικανοποιείται η συνθήκη της Σηµ. 3.44.

Καθώς το ni είναι ο µικρότερος δείκτης τέτοιος ώστε η συνθήκη της Σηµ. 3.44 να ικανοποιείται,

εάν µειώσουµε το ni κατά ένα τότε η ανισότητα δεν ισχύει πλέον. ΣυνεπώςFni�2ji � i j � 2d2 ) �ni�3ji � i j < 2d2 ) ni < 4 + 2 lg d� lg ji � i j
Αθροίζουµε πάνω σε όλα τα ni προκειµένου να ϕράξουµε το πλήθος των κόµβων του T 0, οπότε#(T 0) � kXi=1 ni � 2k(2 + lg d)� kXi=1 log ji � i j � 2k(2 + lg d)� log kYi=1 ji � i j (3.12)

Προκειµένου να εφαρµόσουµε το Θεωρ. 3.27 πρέπει να αναδιατάξουµε την ποσότηταQ
I2I
j�I� �Ij έτσι ώστε οι απαιτήσεις για τους δείκτες των ϱιζών να ικανοποιούνται. Οι προϋπο-

ϑέσεις του ϑεωρήµατος δεν ικανοποιούνται αν εµφανίζονται συµµετρικά γινόµενα. Θεωρούµε τη

χειρότερη περίπτωση, να εµφανίζονται µόνο συµµετρικά γινόµενα, δηλαδή η ποσότητά µας είναι

της µορφής
Q j(�I� �I)(�I� �I)j. Κατά συνέπεια ϑεωρούµε το τετράγωνο της ανισότητας του

Θεωρ. 3.27 αντικαθιστώντας την ποσότητα k2 µε k και λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι disc(Ared) � 1,

αφού το Ared είναι χωρίς τετράγωνα. ΣυνεπώςkYi=1 ji � i j � �2 k2� d(d�1)2 M(A)1�d� k2�2� log dYi=1 ji � i j � d2 � d� k + (2d+ k � 2) lgM(A) (3.13)

Η (3.12) γίνεται #(T 0) � 2k(2 + lg d) + d2 � d� k + (2d+ k � 2) lgM(A). Ωστόσο, για το

µέτρο Mahler είναι γνωστό ότιM(A) � 2�pd+ 1) lgM(A) � � + lg d, για d � 2 (Ληµ. 3.4),

και έτσι #(T 0) � 2k(2 + lg d) + d2 � d� k + (2d + k � 2)(� + lg d). Εφόσον #(T ) < 2#(T 0)
και k � d, συµπεραίνουµε ότι #(T ) = O(d2 + d � + d lg d). ΟΕ∆
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Η πολυπλοκότητα του cf

Προκειµένου να ολοκληρώσουµε την ανάλυση του cf αλγορίθµου πρέπει να υπολογίσουµε το

κόστος κάθε ϐήµατος. Στην χειρότερη περίπτωση κάθε ϐήµα απαιτεί τον υπολογισµό του ϑετικού

κάτω ϕράγµατος, b, στις ϑετικές πραγµατικές ϱίζες (Γραµµή 10) και τρεις µετασχηµατισµούς,X 7! b+X, X 7! 1+X και X 7! 11+X (Γραµµές 11, 12 και 14 στον Αλγ. 13). Η αντιστροφή έχει

πολυπλοκότητα O(d). Συνεπώς η πολυπλοκότητα του αλγορίθµου εξαρτάται από το κόστος των

µετατοπίσεων (Γραµµή 11 στον Αλγ. 13) µε την προϋπόθεση ότι απαιτείται ένας µικρός αριθµός

από κλήσεις της plb προκειµένου να υπολογιστεί ένα µερικό πηλίκο. Προς το παρόν δεχόµαστε

αυτή την υπόθεση και ϑα την τεκµηριώσουµε στη συνέχεια.

Προκειµένου να υπολογίσουµε την συνολική πολυπλοκότητα πρέπει να ϕράξουµε το µέγεθος

των L (k) , bk; 0 � k � ni, δείτε επίσης την (3.10).

Αρχικά το Ared έχει ϐαθµό d και δυαδικό µήκος � . Προφανώς ένας µετασχηµατισµός µετατό-

πισης δεν αλλάζει το ϐαθµό του. Μια µετατόπιση µε έναν ακέραιο, δυαδικού µήκος bh, αυξάνει το

δυαδικό µήκος του πολυωνύµου κατά ένα προσθετικό παράγοντα d bh, στη χειρότερη περίπτωση

(Εν. 2.2). Στο h ϐήµα του αλγορίθµου το πολυώνυµο έχει δυαδικό µήκος O(� + dPhi=1 bi) και

εκτελούµε µια µετατόπιση µε έναν ακέραιο µήκους bh+1. Τα αποτελέσµατα της Εν. 2.2 (Fa-

st Taylor Shifts) µας υποδεικνύουν ότι αυτή η µετατόπιση µπορεί να γίνει µε πολυπλοκότηταOB �M�d2 lg d+ d2bh+1 + d(� + dPhi=1 bi)�� ή OB �M�d2 lg d+ d� + d2Ph+1i=1 bi��.

Αποµένει να ϕράξουµε την ποσότητα
Ph+1i=1 bi. Γι΄ αυτό το σκοπό χρησιµοποιούµε την (3.10), η

οποία ϕράσσει το E[bi℄. Χρησιµοποιώντας την γραµµικότητα της αναµενόµενης τιµής προκύπτει

ότι E[Ph+1i=1 bi℄ = O(h). Εφόσον h � #(T ) = O(d2 + d� ) (Θεωρ. 3.46), το αναµενόµενο κόστος,

στη χειρότερη περίπτωση, στο ϐήµα h είναι OB(M �d2 lg d+ d� + d2(d2 + d� )�) ή eOB(d2(d2 +d� )).
Τέλος, πολλαπλασιάζοντας µε τον αριθµό των ϐηµάτων, #(T ), συµπεραίνουµε ότι η συνολική

πολυπλοκότητα είναι eOB(d6 + d5� + d4� 2), ή eOB(d4� 2) εάν d = O(� ), ή eOB(N6), όπου N =max fd; �g.
Προκειµένου να αποµονώσουµε τις αρνητικές πραγµατικές ϱίζες εφαρµόζουµε στο Ared τον

µετασχηµατισµό X 7! �X και επαναλαµβάνουµε τον αλγόριθµο.

΄Οταν πρέπει να αποµονώσουµε τις πραγµατικές ϱίζες ενός πολυωνύµου A, το οποίο δεν είναι

ελεύθερο τετραγώνων και/ή ϑέλουµε να υπολογίσουµε τις πολλαπλότητες των πραγµατικών ϱιζών

τότε, όπως και στην περίπτωση των αλγορίθµων υποδιαίρεσης, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε

τον αλγόριθµο realRootSolver (Αλγ. 1) αντικαθιστώντας τη συνάρτηση realRootIsolator µε

τον αλγόριθµο cf.

Η προηγούµενη συζήτηση µας επιτρέπει να διατυπώσουµε το ακόλουθο ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 3.47

΄Εστω A 2 Z[X℄, όχι απαραίτητα χωρίς τετράγωνα, τέτοιο ώστε deg(A) = d > 2 και L (A) = � . Η

αναµενόµενη πολυπλοκότητα του αλγορίθµου realRootSolver για την αποµόνωση και τον υπολο-

γισµό των πολλαπλοτήτων των πραγµατικών ϱιζών του A, χρησιµοποιώντας ως realRootIsolator

τον αλγόριθµο cf, είναι eOB(d6 + d5 � + d4 � 2) ή eOB(d4� 2) αν d = O(� ).
Επιπρόσθετα το δυαδικό µήκος των ϱητών αριθµών που είναι άκρα των διαστηµάτων αποµόνω-

σης ϕράσσεται από O(d � ).
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Σηµείωση 3.48. Η υπόθεση d > 2 δύναται να αντικατασταθεί από d > 4, καθώς µπορούµε να

επιλύσουµε στους πραγµατικούς πολυώνυµα ϐαθµού µέχρι 4 σε χρόνο O(1) ή eOB(� ) [92].

Σηµείωση 3.49. Μπορούµε να δείξουµε ότι και η πολυπλοκότητα στη χειρότερη περίπτωση του

cf είναι eOB(d4� 2) διαφοροποιώντας ελάχιστα τον αλγόριθµο. Σε κάθε ϐήµα του αλγορίθµου

διαµερίζουµε το A1 σε δύο άλλα πολυώνυµα A1;1 και A1;2 χρησιµοποιώντας την συνάρτηση

splitdescartes. Με αυτή την µικρή τροποποίηση ο cf είναι σχεδόν ο ίδιος µε τον αλγόριθµο

descartes και άρα έχει στην χειρότερη περίπτωση την ίδια πολυπλοκότητα.

Εναλλακτικά µπορούµε επίσης να να χρησιµοποιήσουµε το γεγονός ότι στη χειρότερη περί-

πτωση πρέπει να κάνουµε κάποια µετατόπιση µε έναν αριθµό δυαδικού µήκους το πολύ O(d� )
όπως προκύπτει από το ϕράγµα διαχωρισµού και να συνάγουµε την πολυπλοκότητα στη χειρό-

τερη περίπτωση.

Ρητοί αριθµοί και η υλοποίηση του plb

Υπάρχουν δύο σηµεία στον αλγόριθµο cf τα οποία χρήζουν µεγαλύτερης ανάλυσης και τα οποία

η ϐιβλιογραφία έχει παραβλέψει.

Το πρώτο αφορά τους ϱητούς αριθµούς. Αν το προς επίλυση πολυώνυµο A έχει κάποιους

ϱητούς αριθµούς για ϱίζες τότε η ανάπτυξη σε συνεχή κλάσµατα αυτών των ϱιζών δεν ακολου-

ϑεί ούτε την κατανοµή Gauss-Kuzmin ούτε το νόµο του Khintchine. Ωστόσο, αν ένας ϱητός

αριθµός,
pq είναι ϱίζα του A τότε ο p διαιρεί τον a0 και ο q διαιρεί τον ad. Συνεπώς στη χειρότερη

περίπτωση L (p=q) = O(� ) και άρα οι ϱητοί αριθµοί αποµονώνονται πολύ νωρίς στην εκτέλεση

του αλγορίθµου. Το γεγονός ότι τους µεταχειριζόµαστε όπως τους αλγεβρικούς αριθµούς ϐαθµού

µεγαλύτερου από δύο είναι µια υπερεκτίµηση.

Το δεύτερο σηµείο αφορά τον αριθµό των κλήσεων της συνάρτησης plb που απαιτούνται

προκειµένου να υπολογιστεί ένα µερικό πηλίκο. Στην Εν. 3.6 κάναµε την παραδοχή ότι ο

αριθµός αυτός είναι µικρός. Στην πράξη είναι σχεδόν πάντοτε έτσι εκτός από µία πολύ ειδική

περίπτωση, όταν το πολυώνυµο έχει µόνο ϱητούς αριθµούς για ϱίζες οι οποίες είναι � 1. Η

µη καλή συµπεριφορά του αλγορίθµου cf οφείλεται στο γεγονός ότι η συνάρτηση plb πρέπει

να κληθεί αρκετές ϕορές. Οι Richtmyer et al. [224] προκειµένου να αντιµετωπίσουν τέτοια

προβλήµατα πραγµατοποιούν ένα µικρό αριθµό από επαναλήψεις Newton για να υπολογίσουν

µια καλή προσέγγιση του µερικού πηλίκου. Οι Akritas [2], Akritas and Strzebonski [3], Akritas

et al. [4] επιλύουν (πρακτικώς) το πρόβληµα εφαρµόζοντας την οµοθεσία X 7! bX, όπου b είναι

το υπολογισµένο ϕράγµα, όταν b � 16.

Η παρατήρηση ότι ο αριθµός των κλήσεων της plb είναι µικρός ενισχύεται από την (3.9), από

την οποία προκύπτει ότι η πιθανότητα ένα µερικό πηλίκο να είναι µέτρου � 10 είναι � 0:87. Γι΄

αυτό στην πράξη τα µερικά πηλίκα είναι πολύ µικρού δυαδικού µήκους. Επιπρόσθετα, η σχέση���� � PnQn ���� < 1n+1Q2n
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µας λέει ότι η εµφάνιση ενός µερικού πηλίκου ασυνήθιστα µεγάλου µέτρου σηµαίνει ότι η προη-

γούµενη προσέγγιση του αλγεβρικού αριθµού ήταν πάρα πολύ καλή.

Προκειµένου να ϑεµελιώσουµε ϑεωρητικά τη συµπεριφορά του cf ϑα χρησιµοποιήσουµε τα

αποτελέσµατα για την ποιότητα των ϕραγµάτων στις ϑετικές πραγµατικές ϱίζες που παρουσιάσαµε

στην Εν. 3.2.

Το ϕράγµα που χρησιµοποιούµε για την υλοποίηση του plb είναι το N2, δείτε Εξ. (3.3). Ανb είναι το υπολογισθέν ϕράγµα και  η κοντινότερη σε αυτό ϱίζα, την οποία προσπαθούµε να

αποµονώσουµε, τότε από το Ληµ. 3.17 ισχύει ότι b �  � d b. Υπενθυµίζουµε ότι το κάτω

ϕράγµα υπολογίζεται αρχικά ως άνω ϕράγµα στο αντίστροφο πολυώνυµο, το οποίο στη συνέχεια

αντιστρέφεται, δείτε Σηµ. 3.20.

Συνεπώς, κάποιος από τους ακεραίους στο διάστηµα [b; d b℄ αντιστοιχεί στο µερικό πηλίκο του που προσπαθούµε να υπολογίσουµε. Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε δυαδική αναζήτηση σε

συνδυασµό µε το ϑεώρηµα του Budan (Θεωρ. 3.31) προκειµένου να ϐρούµε ένα διάστηµα [; +1℄ � [b; d b℄ στο οποίο περιέχεται το  και όπου το  2 Z είναι µερικό πηλίκο που αναζητούµε.

Το ϑεώρηµα του Budan υλοποιείται µε 2 µετατοπίσεις, οπότε η δυαδική αναζήτηση απαιτεί, για

τον υπολογισµό του µερικού πηλίκου , το πολύ O(lg d+ lg b) µετατοπίσεις.

΄Οµως b �  ) L (b) � L () = O(1), καθώς το  είναι µερικό πηλίκο στην ανάπτυξη

του  σε συνεχές κλάσµα, και άρα το δυαδικό του µήκος υπακούει το νόµο του Khintchine,

Εξ. (3.10). Συνεπώς, σε κάθε ϐήµα του αλγορίθµου πρέπει να εκτελεστούν το πολύ O(lg d)
µετατοπίσεις, αντί για 2 που είχαµε υποθέσει. ∆ηλαδή, η πολυπλοκότητα του αλγορίθµου πρέπει

να πολλαπλασιαστεί µε ένα παράγοντα lg d, ο οποίος δεν αλλάζει το ϕράγµα eOB(d4� 2).
Στην πράξη η ποιότητα των ϕραγµάτων είναι πάρα πολύ καλή και ποτέ δεν κάνουµε δυαδική

αναζήτηση προκειµένου να υπολογίσουµε το µερικό πηλίκο !

3.7 Σύνοψη – Μελλοντικές επεκτάσεις

Το παρόν κεφάλαιο επικεντρώνεται ϱίζες των ακέραιων πολυωνύµων. Αρχικά παρουσιάσαµε από-

λυτα, ϑετικά, σύνθετα ϕράγµατα και ϕραγµατα διαχωρισµού για τις πραγµατικές και µιγαδικές

ϱίζες. ΄Οσον αφορά τα ϑετικά ϕράγµατα ενοποιήσαµε τα ήδη γνωστά ϕράγµατα, προτείναµε

κάποια καινούργια και αποδείξαµε κάποια αποτελέσµατα για την ποιότητά τους.

Η ενασχόλησή µας µε τα ϑετικά ϕράγµατα και τα ϕράγµατα διαχωρισµού συνεχίζεται. Θεω-

ϱούµε ότι είναι εξαιρετικά ενδιαφέρουσα µια συνολική ϑεωρία για τα ϑετικά ϕράγµατα, όπως

αυτή του van der Sluis [257] για τα απόλυτα ϕράγµατα. Επίσης ενδιαφέρουσα είναι η απόδειξη

κάποιου αποτελέσµατος για την ποιότητα του ϕράγµατος του Stefanescu (Θεωρ. 3.19).

Το σηµείο αναφοράς του κεφαλαίου είναι αποµόνωση των πραγµατικών ϱιζών ενός ακέραιου

πολυωνύµου, ϐαθµού d και δυαδικού µήκους � , και ο υπολογισµός των πολλαπλοτήτων τους.

Ενοποιήσαµε τους αλγορίθµους υποδιαίρεσης και ϐελτιώσαµε την πολυπλοκότητα του αλγορίθ-

µου των συνεχών κλασµάτων κατά δύο παράγοντες, όπου επιπρόσθετα οριστικοποιήσαµε την

ϑεωρητική του ϑεµελίωση. Η πολυπλοκότητα όλων των αλγορίθµων είναι eOB(d4 � 2). Αποδείξαµε

ότι το ϕράγµα της πολυπλοκότητας ισχύει και για πολυώνυµα µε τετράγωνα και ότι στην ίδια

πολυπλοκότητα µπορούµε να υπολογίσουµε τις πολλαπλότητες ϱιζών.
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Υπενθυµίζουµε στον αναγνώστη ότι η πολυπλοκότητα των αριθµητικών (προσεγγιστικών) αλ-

γορίθµων [213, 214, 239] είναι eOB(d3 � ) ή eOB(N4), όπου N = maxfd; �g. ΄Ενα από τα µεγαλύ-

τερα ανοιχτά ερωτήµατα είναι αν οι ακριβείς αλγόριθµοι µπορούν να επιτύχουν αυτό το ϕράγµα

πολυπλοκότητας. Επίσης, ποιό είναι το κάτω ϕράγµα των αλγορίθµων αποµόνωσης ; Παρατηρού-

µε ότι η έξοδος των αλγορίθµων είναι O(d) διαστήµατα αποµόνωσης µε άκρα δυαδικού µήκουςOB(d � ), οπότε ένα κάτω ϕράγµα είναι το OB(d2� ). Είναι το ϕράγµα ϐέλτιστο ; Από την άλλη

αν µας δοθεί ένα πολυώνυµο και O(d) διαστήµατα αποµόνωσης των πραγµατικών ϱιζών του, µε

άκρα δυαδικού µήκους OB(d � ), µπορούµε να υπολογίσουµε τις πολλαπλότητες των ϱιζών µε

πολυπλοκότητα eOB(d3 � ), η οποία είναι ϐέλτιστη. Μήπως αυτό είναι το ϐέλτιστο κάτω ϕράγµα ;

΄Οσον αφορά τους αλγορίθµους υποδιαίρεσης δεν υπάρχει ελπίδα για πολυπλοκότητα eOB(N4),
καθώς τόσο ο αριθµός των ϐηµάτων που εκτελούν όσο και το κόστος του κάθε ϐήµατος είναι ϐέλ-

τιστο. Το αµέσως επόµενο ϐήµα ϑα πρέπει να είναι η ένταξη στους αλγορίθµους υποδιαίρεσης

του αλγορίθµου αποκλεισµού (exclusion algorithm) των Dedieu and Yakoubsohn [68] και η

ϐελτίωση της πολυπλοκότητάς του. Για τον αλγόριθµο των συνεχών κλασµάτων πιστεύουµε ό-

τι, µε κάποιες µικρές τροποποιήσεις, µπορούµε να επιτύχουµε (αναµενόµενη) πολυπλοκότηταeOB(d3� ). Αν αλλάξουµε την αναπαράσταση των πραγµατικών ϱιζών και αντί για διαστήµατα

αποµόνωσης υιοθετήσουµε την κωδικοποίηση Thom [58], τότε χρησιµοποιώντας τον αλγόριθµο

του Canny [44] µπορούµε να προτείνουµε έναν αλγόριθµο µε πολυπλοκότητα eOB(N5).
Τέλος, οι ακριβείς αλγόριθµοι στην πράξη είναι πολύ γρήγοροι και σπάνια επιτυγχάνουν το

ϕράγµα πολυπλοκότητας της χειρότερης περίπτωσης. Ποιά είναι η αναµενόµενη πολυπλοκότητα

των αλγορίθµων ;

Στα παραπάνω προβλήµατα ευελπιστούµε ότι ϑα µπορέσουµε να παρουσιάσουµε αποτελέ-

σµατα στο άµεσο µέλλον.
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κεφαλαιο 4

Υπολογισµοί µε πραγµατικούς αλγεβρικούς

αριθµούς

Ο Θεός έφτιαξε τους ακέραιους,

όλοι οι υπόλοιποι αριθµοί είναι

δηµιουργήµατα του ανθρώπου.

Leopold Kronecker

Περίληψη

Το παρόν κεφάλαιο ασχολείται µε αλγορίθµους που αφορούν υπολογισµούς µε ένα και δύο πραγ-

µατικούς αλγεβρικούς αριθµούς. Πιο συγκεκριµένα παρουσιάζονται αλγόριθµοι για την αναπαράσταση

πραγµατικών αλγεβρικών αριθµών, για τον υπολογισµό του προσήµου της αποτίµησης ενός πολυωνύµου

πάνω σε έναν και δύο αλγεβρικούς αριθµούς και για το πρόβληµα των ταυτόχρονων ανισώσεων. Τέλος,

παρουσιάζουµε δύο αλγορίθµους για την πραγµατική επίλυση πολυωνυµικών συστηµάτων σε δύο µετα-

ϐλητές. ΄Ολοι αλγόριθµοι ϐασίζονται στις προσηµασµένες ακολουθίες πολυωνυµικών υπολοίπων.

΄Οσον αφορά στους υπολογισµούς µε έναν αλγεβρικό αριθµό, αν και οι περισσότεροι αλγόριθµοι είναι

γνωστοί, η πολυπλοκότητά τους δεν έχει µελετηθεί. Παρουσιάζουµε σε ενιαίο πλαίσιο τους αλγορίθµους για

υπολογισµούς µε έναν αλγεβρικό αριθµό και την πολυπλκοκότητά τους. Σε κάθε περίπτωση ϐελτιώνουµε

τα ϕράγµατα πολυπλοκότητας κατά δύο ή τρεις παράγοντες. Στη συνέχεια παρουσιάζουµε τις πολυπλο-

κότητες για τον υπολογισµό πολυωνυµικών ακολουθιών υπολοίπων, πολυωνύµων σε δύο µεταβλητές, δύο

αλγόριθµους για την πραγµατική επίλυση πολυωνυµικών συστηµάτων σε δύο µεταβλητές και αλγορίθµους

για υπολογισµούς µε δύο αλγεβρικούς αριθµούς. Τα προκύπτοντα ϕράγµατα πολυπλοκότητας ϐελτιώνουν

σε κάθε περίπτωση τα ήδη γνωστά. Μέρος των αποτελεσµάτων έχει παρουσιαστεί στις εργασίες [87, 91, 97].

Τ
ο σύνολο των πραγµατικών αλγεβρικών αριθµών, το οποίο είναι σώµα, το συµβολίζουµε

µε Ralg . Προκειµένου να περιγράψουµε και να αναλύσουµε αλγορίθµους που αφορούν

υπολογισµούς µε αλγεβρικούς αριθµούς πρέπει να επιλέξουµε µια αναπαράστασή τους.

Επιλέγουµε την αναπαράσταση διαστήµατος αποµόνωσης (isolating interval representation).
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Ορισµός 4.1. Η αναπαράσταση µε διάστηµα αποµόνωσης ενός πραγµατικού αλγεβρικού αριθµού, 2 Ralg , συµβολίζεται µε  �= (A(X); I), όπου A 2 Z[X℄ είναι χωρίς τετράγωνα, A() = 0,  2 I,

I = [a; b℄, a; b;2 Q και το A δεν έχει άλλη πραγµατική ϱίζα στο I.

Η αναπαράσταση µε διάστηµα αποµόνωσης δεν είναι µοναδική. Καταρχάς δεν απαιτούµε

το A να είναι το ελάχιστο πολυώνυµο του . Αν και υπάρχουν αλγόριθµοι που υπολογίζουν το

ελάχιστο πολυώνυµο, ϑέλουµε να τους αποφύγουµε λόγω της µεγάλης ϑεωρητικής και πρακτικής

πολυπλοκότητάς τους. Ακόµη και στην περίπτωση που το ελάχιστο πολυώνυµο είναι γνωστό, το

διάστηµα αποµόνωσης δεν µπορεί να οριστεί µοναδικά.

Παράδειγµα 4.2. Αν  = p2 τότε οι αναπαραστάσεις  �= (X2 � 2; [0; 3℄),  �= (X2 � 2; [1; 2℄)
και  �= ((X2 � 2)(X � 10); [0; 9℄) είναι ισοδύναµες αναπαραστάσεις του .

Εκτός από την αναπαράσταση µε διάστηµα αποµόνωσης, υπάρχουν και άλλες αναπαραστά-

σεις για τους πραγµατικούς αλγεβρικούς αριθµούς. Ο αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει για

παράδειγµα, στους Cohen [51], Mishra [193], Yap [275] για περισσότερες λεπτοµέρειες. Αξίζει

ωστόσο να αναφέρουµε την αναπαράσταση µε κωδικοποίηση κατά Thom την οποία εισήγαγαν

οι Coste and Roy [58], όπου οι πραγµατικές ϱίζες ενός ακέραιου πολυωνύµου χαρακτηρίζονται

(µοναδικά) από το πρόσηµο όλων των παραγώγων του πολυωνύµου πάνω σε αυτές. Η προσέγγιση

αυτή είναι καθαρά συµβολική, δεν εξαρτάται από τα ϕράγµατα διαχωρισµού και είναι νόµιµη

όχι µόνο για ακέραια πολυώνυµα αλλά και για πολυώνυµα σε σε οποιοδήποτε κλειστό αλγεβρικό

σώµα. Για την πολυπλοκότητα των υπολογισµών αυτών ο αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει στους

Coste and Roy [58], Roy and Szpirglas [231] αλλά και στους Cucker et al. [63], Mishra and

Pedersen [194], όπου παρουσιάζονται αποτελέσµατα πολυπλοκότητας στην κλάση NC. ∆εν ϑα

ασχοληθούµε µε αυτή την προσέγγιση.

Το υπόλοιπο του κεφαλαίου χωρίζεται σε δύο ενότητες. Η πρώτη αφορά υπολογισµούς µε

έναν πραγµατικό αλγεβρικό αριθµό και η δεύτερη µε δύο.

4.1 Υπολογισµοί µε έναν αλγεβρικό αριθµό

Σε ό,τι ϑα ακολουθήσει ϑα παρουσιάσουµε έναν αλγόριθµο που κατασκευάζει πραγµατικούς

αλγεβρικούς αριθµούς. Επίσης, αλγορίθµους που συγκρίνουν πραγµατικούς αλγεβρικούς αριθ-

µούς, που υπολογίζουν το πρόσηµο ενός πολυωνύµου αν αποτιµηθεί πάνω σε έναν πραγµατικό

αλγεβρικό αριθµό, έναν αλγόριθµο για τον υπολογισµό ενδιάµεσων σηµείων σε µία διατεταγµένη

λίστα από πραγµατικούς αλγεβρικούς αριθµούς και τέλος έναν αλγόριθµο για το πρόβληµα των

ταυτόχρονων ανισώσεων.

Ο Canny [46] αλλά και ο Rump [232] προτείνουν, αφενός µεν οι πραγµατικοί αλγεβρικοί

αριθµοί να αναπαρίστανται µε διάστηµα αποµόνωσης, αφετέρου δε οι υπολογισµοί µε αυτούς να

γίνονται µε συνεχείς εκλεπτύνσεις των διαστηµάτων αποµόνωσης, ϐασιζόµενοι στις ιδιότητες της

αριθµητικής διαστηµάτων και στα ϕράγµατα διαχωρισµού πολυωνυµικών συστηµάτων [46, 275].

Με άλλα λόγια οι υπολογισµοί πραγµατοποιούνται µε προσεγγίσεις των πραγµατικών αλγεβρι-

κών αριθµών οι οποίες ϐελτιώνονται αν δεν είναι ικανοποιητικές. Για παράδειγµα, προκειµένου
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να υπολογιστεί το πρόσηµο µιας (πολυωνυµικής) έκφρασης που περιέχει πραγµατικούς αλγε-

ϐρικούς αριθµούς, αντικαθιστούµε τους πραγµατικούς αλγεβρικούς αριθµούς µε τα διαστήµατα

αποµόνωσής τους και εκτελούµε τις πράξεις χρησιµοποιώντας αριθµητική διαστηµάτων. Αν το

αποτέλεσµα, το οποίο είναι ένα διάστηµα, δεν περιέχει το 0, τότε µπορούµε να αποφασίσουµε το

πρόσηµό του. Αν περιέχει το 0 τότε εκλεπτύνουµε τα διαστήµατα αποµόνωσης, χρησιµοποιώντας

τα πολυώνυµα που ορίζουν τους αλγεβρικούς αριθµούς, µέχρι το διάστηµα του αποτελέσµατος να

µην περιέχει το 0 ή µέχρι να ξεπεράσουµε το ϕράγµα διαχωρισµού της έκφρασης, οπότε και το

αποτέλεσµα είναι 0. Η προσέγγιση αυτή έχει το πλεονέκτηµα ότι µπορεί να υλοποιηθεί, σχετικά

εύκολα, µε αριθµούς κινητής υποδιαστολής, είτε στην ακρίβεια της µηχανής είτε απεριόριστης

ακρίβειας και επίσης όταν η έκφρασή δεν είναι µηδέν τότε είναι πάρα πολύ αποτελεσµατική. Από

την άλλη µεριά αν το αποτέλεσµα της έκφρασης είναι 0 ή πολύ κοντά στο 0, τότε προκειµένου

να αποφασίσουµε το πρόσηµο της έκφρασης πρέπει το διάστηµα του αποτελέσµατος να είναι µι-

κρότερο από το ϕράγµα διαχωρισµού. Τα ϕράγµατα διαχωρισµού αντικατοπτρίζουν τη χειρότερη

δυνατή περίπτωση και όπως έχουµε αναφέρει και στην περίπτωση της µιας µεταβλητής είναι στη

γενική περίπτωση πολύ κακής ποιότητας, δείτε Εν. 3.2. Στο ίδιο πλαίσιο κινείται η προσέγγιση

του Johnson [140], οι αλγόριθµοι που παρουσιάζουν οι Basu et al. [14] και η ακόµα πιο γενική

προσέγγιση των Burnikel et al. [40, 42], Li and Yap [172], Pion and Yap [216] οι οποίοι πα-

ϱουσιάζουν το γενικό ϑεωρητικό υπόβαθρο αυτής της πρόσεγγισης και για τις τέσσερις ϐασικές

πράξεις. ∆είτε επίσης τις εργασίες των Li et al. [173], Yap [274].

Οι αλγόριθµοι που παρουσιάζουµε χρησιµοποιούν την αναπαράσταση µε διάστηµα αποµό-

νωσης αλλά επιπρόσθετα ϐασίζονται στις προσηµασµένες πολυωνυµικές ακολουθίες υπολοίπων

προκειµένου να αποφύγουµε την εκλέπτυση των διαστηµάτων.

Μια τέτοια προσέγγιση προτείνουν οι Schwartz and Sharir [241] και επίσης χρησιµοποιεί ο

Rioboo [225, 226, 227]. Μάλιστα η υλοποίηση του Rioboo [225, 226] στο µαθηµατικό λογισµικό

axiom είναι η µοναδική µέχρι σήµερα, που επιτρέπει όλες τις πράξεις µεταξύ πραγµατικών αλ-

γεβρικών αριθµών, χωρίς να χρησιµοποιεί προσεγγίσεις τους. Αλγόριθµοι που αφορούν όλες τις

ϐασικές πράξεις παρουσιάζονται από τον Loos [177], δείτε επίσης [193, 218, 275]. Η αλγοριθ-

µική προσέγγιση που οµοιάζει περισσότερο στη δική µας είναι αυτή του Sakkalis [234]. ΄Οσον

αφορά τους υπολογισµούς µε έναν πραγµατικό αλγεβρικό αριθµό, οι περισσότεροι από τους αλ-

γορίθµους που παρουσιάζουµε δεν είναι κανούργιοι. Ωστόσο, περιέργως πως, η πολυπλοκότητά

τους δεν παρουσιάζεται στην ϐιβλιογραφία. Σε κάθε περίπτωση ϐελτιώνουµε την πολυπλοκότητα

κατά 2 ή 3 παράγοντες.

Αν και γενικώς πιστεύεται ότι η πρώτη προσέγγιση είναι η καλύτερη στην πράξη, αυτό δεν

είναι πάντοτε αληθές. Μια προσεκτική υλοποίηση των αλγορίθµων που παρουσιάζουµε µπορεί

να οδηγήσει σε λογισµικό που µπορεί να επιλύσει πολύ γρήγορα πολλά από τα προβλήµατα που

παρουσιάζονται στις εφαρµογές. Επιπρόσθετα, το µεγάλο πλεονέκτηµα της προσέγγισής µας είναι

η ϑεωρήτική της πληρότητα, η οποία µας επιτρέπει να µελετήσουµε ϑεωρητικά τους αλγορίθµους

υπολογισµού και να συνάγουµε ϕράγµατα πολυπλοκότητας τα οποία είναι πολύ καλύτερα από

οποιαδήποτε άλλη προσέγγιση. ΄Ισως το πιο σηµαντικό πλεονέκτηµα της προσέγγισή µας είναι το

γεγονός ότι αν ο ϐαθµός των πραγµατικών αλγεβρικών αριθµών είναι σταθερός, τότε η αριθµητική

πολυπλοκότητα όλων των αλγορίθµων που παρουσιάζουµε, µε την εξαίρεση του αλγορίθµου

κατασκευής, είναι O(1), καθώς δεν εξαρτώµαστε από το ϕράγµα διαχωρισµού.
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Κατασκευή

∆οθέντος ενός πολυωνύµου A 2 Z[X℄,τέτοιου ώστε deg(A) = d και L (A) = � , ο αλγόριθµος

που υπολογίζει τους πραγµατικούς αλγεβρικούς αριθµούς που είναι ϱίζες του A παρουσιάζεται

στον Αλγ. 14. Για να αποµονώσουµε τις ϱίζες χρησιµοποιούµε τον αλγόριθµο readRootSolver

(Αλγ. 1) µε κάποιον από τους αλγορίθµους sturm, descartes, bernstein ή cf. Το κόστος επίλυ-

σης είναι eOB(d6 + d4� 2). Το πολυώνυµο που ορίζει τους αλγεβρικούς αριθµούς είναι το χωρίς

τετράγωνα µέρος του A, το οποίο έχει δυαδικό µήκοςO(d+� ). Το δυαδικό µήκος των άκρων των

διαστηµάτων αποµόνωσης είναι O(d� ). Παρατηρούµε ότι πρέπει να ταξινοµήσουµε τα διαστήµα-

τα αποµόνωσης πριν κατασκευάσουµε τους αλγεβρικούς αριθµούς. Το κόστος της ταξινόµησης

είναι O(d2 lg d) ή eOB(d3 � ), χρησιµοποιώντας για παράδειγµα τον αλγόριθµο quick-sort [57].

Η συνολική πολυπλοκότητα είναι eOB(d6 + d4� 2).
Algorithm 14: construct (A)

Input: A 2 Z[X℄
Output: Μια λίστα µε τους πραγµατικούς αλγεβρικούς αριθµούς που είναι ϱίζες του A και

τις πολλαπλότητές τους.R ;1 L;M  realRootSolver(A)2

sort([L;M ℄)3

foreach I 2 L do4 R (Ared; I)5

return R;M6

Σηµείωση 4.3. Αν  � (A; I = [a; b℄), το I περιέχει µόνο µία πραγµατική ϱίζα του A και

συνεπώς το A αλλάζει πρόσηµο στα άκρα του I, εκτός από την περίπτωση που a = b οπότε και

ισχύει A(a) = A(b) = 0. Μπορούµε να υποθέσουµε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ότι 0 62 (a; b),
εκτός αν  = a = b = 0.

Παρατηρούµε επίσης ότι το πρόσηµο του  µπορεί να εξαχθεί εύκολα από το πρόσηµο των a

και b.

Στη συνέχεια ϑα παρουσιάσουµε αλγορίθµους (και την πολυπλοκότητά τους) για µερικές πολύ

ϐασικές πράξεις µε πραγµατικούς αλγεβρικούς αριθµούς. Οι αλγεβρικοί αριθµοί ϑα έχουν την

αναπαράσταση  �= (A; I) = [a; b℄, όπου το A είναι χωρίς τετράγωνα και deg(A) = d, L (A) = �
και L (a) = L (b) = O(d� ), εκτός αν ϱητά αναφέρεται το αντίθετο.

Υπολογισµός προσήµου

Ο αλγόριθµος υπολογισµού προσήµου, sign_at(f; ) (Αλγ. 15), υπολογίζει το πρόσηµο της αποτί-

µησης ενός πολυωνύµου f πάνω στον πραγµατικό αλγεβρικό αριθµό . Θεωρούµε ότι deg(f) � d
και L (f) = �.
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Για να υπολογίσουµε το πρόσηµο χρησιµοποιούµε το Θεωρ. 2.26 και έτσι έχουµε

VAR(SR(A; f ; [a; b℄)) = sign �f() � A0()�
΄Οµως sign(A0()) = sign(A(b)�A(a)), οπότε συµπεραίνουµε ότιsign(f()) = VAR(SR(A; f ; [a; b℄)) � sign(A(b)�A(a))

Το κόστος του υπολογισµού VAR(SR(A; f ; [a; b℄)) είναι δύο ϕορές το κόστος υπολογισµού

του SR(A; f ; a), το οποίο είναι eOB(d2maxf�; d�g) (Θεωρ. 2.32). Το κόστος των αποτιµήσεωνA(a) και A(b) είναι eOB(d3� ) ( 2.2), αν και µπορεί να ϑεωρηθεί ότι το πρόσηµό τους είναι ήδη

γνωστό.

Algorithm 15: sign_at (f; )

Input: f 2 Z[X℄;  �= (A; I = [a; b℄)
Output: sign(f())
return sign (VAR(SR(A; f ; [a; b℄)) � sign(A0())1

Πόρισµα 4.4. ΄Εστω f(X) 2 Z[X℄, όπου deg(f) � d και L (f) = �, και έστω ένας πραγµατικός

αλγεβρικός αριθµός  �= (A; [a; b℄), όπου deg(A) = d , L (A) = � και L (a) = L (b) = O(d� ). Η

πολυπλοκότητα του sign_at(f; ) είναι eOB(d2maxf�; d�g).
Η υπόθεση deg(f) � d είναι χωρίς ϐλάβη της γενικότητας καθώς αν deg(f) > d, τότε µπο-

ϱούµε να υπολογίσουµε το sign_at(A; prem (f;A)) καθώς���lead (A)deg(f)�deg(A)+1��� f = A � pquo (f;A) + prem (f;A)) f() = prem (f;A) ()
Σύγκριση

Ο αλγόριθµος σύγκρισης, compare(1; 2), δύο πραγµατικών αλγεβρικών αριθµών 1 �= (A1; I1 =[a1; b1℄) και 2 �= (A2; I2 = [a2; b2℄) παρουσιάζεται στον Αλγ. 16. Αν τα διαστήµατα I1 και I2 είναι

ξένα µεταξύ τους ή αν µόνο ένας από τους 1 και 2 ανήκει στο I1 \ I2 τότε µπορούµε εύκολα να

τους συγκρίνουµε. Αν και οι δύο ανήκουν στο J = I1 [ I2 τότε1 � 2 , A2(1) � A02(2) � 0
Το πρόσηµο της αποτίµησηςA2(1) µπορούµε να το υπολογίσουµε µε τον αλγόριθµο sign_at(A2; 1)
και το κόστος της, το οποίο είναι και το κόστος του αλγορίθµου compare, είναι eOB(d3� ).
Πόρισµα 4.5. ΄Εστω πραγµατικοί αλγεβρικοί αριθµοί 1 �= (A1; I1 = [a1; b1℄) και 2 �= (A2; I2 =[a2; b2℄) όπου deg(A1;2) = d , L (A1;2) = � και L (a1;2) = L (b1;2) = O(d� ). Η σύγκρισή τους µε

τον αλγόριθµο compare έχει πολυπλοκότητα eOB(d3� ).
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Algorithm 16: compare (1; 2)
Input: 1 �= (A1; I2 = [a1; b1℄); 2 �= (A2; I2 = [a2; b2℄)
Output: Σύγκριση των 1 και 2
J I1 \ I2 = [c; d℄1

if J = ; then2

if I1 < I2 then return �13

else return 14

if 1 62 J then5

if I1 < J then return �16

else return 17

if 2 62 J then8

if I2 < J then return 19

else return �110

return sign_at(A2; 1) � sign(A02(2))11

Ενδιάµεσα σηµεία

Σε πολλές περιπτώσεις, δοθέντων πραγµατικών αλγεβρικών αριθµών (σε διάταξη) που είναι ϱίζες

ενός πολυωνύµου A χρειάζεται να υπολογίσουµε ϱητά σηµεία ανάµεσα στους αριθµούς. Αυτό

µπορεί να γίνει διατρέχοντας τη λίστα L που επιστρέφει ο αλγόριθµος construct(A) και για κάθε

Ϲεύγος διαστηµάτων να ϑεωρήσουµε το µέσο του πάνω άκρου του πρώτου διαστήµατος και του

κάτω άκρου του δεύτερου διαστήµατος. Το πρώτο (τελευταίο), ενδιάµεσο σηµείο το υπολογίζουµε

αφαιρώντας (προσθέτοντας) 1 στο κάτω (άνω) άκρο του πρώτου (τελευταίου) διαστήµατος αποµό-

νωσης. Τον αλγόριθµο αυτό ϑα τον συµβολίσουµε µε intermediate_points και η πολυπλοκότητα

του είναι eOB(d2 � ) ή eOB(Rd � ), όπου R είναι το πλήθος των πραγµατικών ϱιζών του A.

Το πρόβληµα των ταυτόχρονων ανισώσεων

΄Εστω f , A1; : : : ; An1 , B1; : : : ; Bn2 , C1; : : : ; Cn3 2 Z[X℄, όπου συνολικός τους ϐαθµός ϕράσσεται

από d και το δυαδικό τους µήκος από � . Θέλουµε να υπολογίσουµε το πλήθος αλλά και τις

πραγµατικές ϱίζες, , του f για τις οποίες ισχύει Ai() > 0, Bj() < 0 και Ck() = 0 και1 � i � n1; 1 � j � n2; 1 � k � n3. ΄Εστω n = n1 + n2 + n3.
Το παραπάνω πρόβληµα ονοµάζεται πρόβληµα των ταυτόχρονων ανισώσεων (simultaneous

inequalities) ή SI για συντοµία.

Οι Ben-Or, Kozen, and Reif [15] παρουσίασαν τον αλγόριθµο BKR για την επίλυση του προ-

ϐλήµατος στην πιο γενική του µορφή, όπου τα πολυώνυµα είναι πολλών µεταβλητών. Ωστόσο,

στις πολλές µεταβλητές ο BKR είχε εκθετική συµπεριφορά. Στη συνέχεια ο Canny [45] παρου-

σίασε µια παραλλαγή του BKR η οποία έχει ψευδο-πολυωνυµική πολυπλοκότητα στις πολλές

µεταβλητές και η οποία έχει καλύτερη πολυπλοκότητα στην περίπτωση της µιας µεταβλητής. Πιο

συγκεκριµένα, η αριθµητική πολυπλοκότητα του SI στην περίπτωση της µιας µεταβλητής είναι
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Αλγεβρικοί αλγόριθµοι και εφαρµογές στη γεωµετρίαO(n(Rd lg(R) lg2(d) +R2:376)), όπου R είναι το πλήθος των πραγµατικών ϱιζών του A.

Οι Coste and Roy [58] εισήγαγαν την κωδικοποίηση των πραγµατικών ϱιζών ενός πολυω-

νύµου κατά Thom, όπου οι ϱίζες χαρακτηρίζονται και αναπαρίστανται από το πρόσηµο (όλων)

των παραγώγων του f πάνω σε αυτές. Βασιζόµενοι σε αυτή την αναπαράσταση παρουσίασαν ένα

αλγόριθµο, ϐασισµένο στον BKR, για το πρόβληµα SI. Η προσέγγισή τους, όπως και οι προσεγγί-

σεις των Ben-Or et al. [15] και Canny [45], είναι συµβολική και ο αλγόριθµος τους είναι νόµιµος

για πολυώνυµα ορισµένα σε οποιοδήποτε πραγµατικό κλειστό σώµα. Η πολυπλοκότητα του αλ-

γορίθµου είναι eOB(N8), όπου N = maxfd; n; �;Rg, αλλά δεν χρησιµοποιούν τους γρήγορους

αλγορίθµους για τον υπολογισµό ακολουθιών υπο-επιλυουσών.

Τέλος, οι Basu et al. [14], δείτε επίσης [231], παρουσιάζουν έναν αλγόριθµο για το SI, όπου

γίνεται η παραδοχή ότι οι πραγµατικοί αλγεβρικοί αριθµοί είναι σε αναπαράσταση µε διάστηµα

αποµόνωσης, ο οποίος έχει πολυπλοκότητα eOB(nd6� 2) ή eOB(N9). Χρησιµοποιούν συνεχείς

εκλεπτύνσεις των διαστηµάτων αποµόνωσης και δεν υποθέτουν γρήγορους αλγορίθµους για τον

πολλαπλασιασµό.

Ο αλγόριθµός που παρουσίαζουµε ϐελτιώνει την πολυπλοκότητα του προβλήµατος κατά δύο

ή τρεις παράγοντες και είναι πολύ πιο απλός από όλες τις µέχρι τώρα προσεγγίσεις.

Πόρισµα 4.6. Υπάρχει αλγόριθµος για το πρόβληµα των ταυτόχρονων ανισώσεων (SI) µε πολυ-

πλοκότητα eOB(d4� maxfn; �g).
Απόδειξη: Αρχικά υπολογίζουµε τις πραγµατικές ϱίζες του f σε αναπαράσταση µε διάστηµα

αποµόνωσης µε πολυπλοκότητα eOB(d4� 2) (Θεωρ. 3.41). Υπάρχουν το πολύ d πραγµατικές

ϱίζες. Για κάθε πραγµατική ϱίζα  του f και για κάθε πολυώνυµο Ai, Bj και Ck, υπολογίζουµε

το πρόσηµο sign (Ai()), sign (Bj()) και sign (Ck()). Ο υπολογισµός του προσήµου έχει

πολυπλοκότητα eOB(d3� ) (Πορ. 4.4) και στη χειρότερη περίπτωση πρέπει να επαναλάβουµε

αυτή τη διαδικασία n ϕορές. Συνεπώς, η συνολική πολυπλοκότητα είναι eOB(maxfnd4�; d4� 2g).
ΟΕ∆

Υπολογισµοί σε σώµα επέκτασης

΄Εστω  �= (A; I). Ας υποθέσουµε προς τη στιγµή ότι το A είναι το ελάχιστο πολυώνυµο του . Αν

στο Q επισυνάψουµε το  τότε το καινούργιο σύνολο το συµβολίζουµε µε Q() και το ονοµάζουµε

σώµα επέκτασης. Η αλγεβρική δοµή Q() είναι ένας διανυσµατικός χώρος πάνω στο Q και µία

ϐάση του είναι η f1; ; : : : ; d�1g. Κατά συνέπεια τα στοιχεία � 2 Q(�) είναι πολυώνυµα ως

προς  ϐαθµού το πολύ d� 1 µε ακέραιους συντελεστές. Παρατηρούµε ότι πάντοτε µπορούµε να

απαλείψουµε τους παρανοµαστές µε το ΕΚΠ.

Οι πράξεις της πρόσθεσης, της αφαίρεσης και του πολλαπλασιασµού υλοποιούνται όπως ακρι-

ϐώς και στα πολυώνυµα µιας µεταβλητής (Παρ. 2.2). Η πιο ϐασική πράξη είναι ο υπολογισµός

τους προσήµου, sign(�), � 2 Q(). Ωστόσο, ο � είναι αναπαρίσταται µε ένα πολυώνυµο µιας

µεταβλητής ως προς , έστω f , συνεπώς sign(�) = sign_at(A; f). Προκειµένου να συγκρίνουµε�1; �2 2 Q(a), αρκεί να υπολογίσουµε το sign(�1 � �2).
Το γεγονός ότι όλες οι πράξεις υλοποιούνται είτε ως πράξεις πολυωνύµων είτε µε τη χρήση

των ακολουθιών υπο-επιλυουσών µας επιτρέπει να µην απαιτήσουµε το ελάχιστο πολυώνυµο
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του , αλλά ένα οποιοδήποτε πολυώνυµο το οποίο έχει το  ως ϱίζα. Ωστόσο, χρειάζεται ειδική

προσοχή στη διαίρεση �1=�2 [195]. Μια άλλη προσέγγιση [49] χρησιµοποιεί τη ϐάση Horner για

να αναπαραστήσει τα πολυώνυµα που ορίζουν το � 2 Q().
4.2 Υπολογισµοί µε δύο αλγεβρικούς αριθµούς

Θα παρουσιάσουµε αλγορίθµους που αφορούν υπολογισµούς µε δύο αλγεβρικούς αριθµούς

και την επίλυση πολυωνυµικών συστηµάτων µε δύο µεταβλητές. ΄Ολοι οι αλγόριθµοι που ϑα

παρουσιάσουµε ϐασίζονται στις προσηµασµένες ακολουθίες υπο-επιλυουσών.

Αρχικά ϑα επεκτείνουµε τα αποτελέσµατα της Εν. 2.3, που αφορούν υπολογισµούς µε υπο-

επιλύουσες µε πολυνώνυµα σε µία µεταβλητή, σε πολυώνυµα µε πολλές µεταβλητές. Στη συνέχεια

ϑα παρουσιάσουµε έναν αλγόριθµο για τον υπολογισµό του προσήµου της αποτίµησης ενός

πολυωνύµου (σε δύο µεταβλητές) πάνω σε δύο πραγµατικούς αλγεβρικούς αριθµούς. Τέλος, ϑα

παρουσιάσουµε δύο αλγορίθµους για την επίλυση πολυωνυµικών συστηµάτων σε δύο µεταβλητές

και έναν αλγόριθµο για το πρόβληµα των ταυτόχρονων ανισώσεων.

Υπο-επιλύουσες πολυωνύµων σε δύο µεταβλητές

Στους αλγορίθµους που ϑα παρουσιάσουµε ϑα χρησιµοποιήσουµε συστηµατικά την τεχνική της

δυαδικής τµηµατοποίησης (binary segmentation) [24, 25, 159, 222, 263], η πρώτη παραλλα-

γή της οποίας πιθανώς οφείλεται στον Kronecker. Η ιδέα της δυαδικής τµηµατοποίησης είναι

η εξής : Εφαρµόζουµε έναν κατάλληλο οµοµορφισµό εκτίµησης σε ένα ακέραιο πολυώνυµο,

δηλαδή το αποτιµούµε πάνω σε έναν κατάλληλο ακέραιο αριθµό και προφανώς το αποτέλεσµα

είναι ένας ακέραιος αριθµός. Στη συνέχεια, εφαρµόζουµε τον αλγόριθµο που µας ενδιαφέρει στον

ακέραιο που είναι το απολέσµα της αποτίµησης και τέλος στο αποτέλεσµα (που είναι επίσης αριθ-

µός) εφαρµόζουµε τον αντίστροφο οµοµορφισµό εκτίµησης έτσι ώστε να πάρουµε το αποτέλεσµα.

Ιδιαίτερη προσοχή απαιτείται έτσι ώστε ο αριθµός πάνω στον οποίο, αρχικά, ϑα αποτιµήσουµε

το πολυώνυµό µας να είναι αρκετά µεγάλος έτσι ώστε στο τελικό αποτέλεσµα να είναι δυνατόν

να εφαρµοστεί ο αντίστροφος οµοµορφισµός. Οι διάφορες παραλλαγές αυτής της τεχνικής χα-

ϱακτηρίζονται ανάλογα µε τον αλγόριθµο κωδικοποίησης, δηλαδή ανάλογα µε το πως επιλέγουν

τους ακεραίους που χρησιµοποιούν για τις αποτιµήσεις. Για το λόγο αυτό, το ακόλουθο λήµµα,

που οφείλεται στον Klose [159] είναι πολύ σηµαντικό, καθώς µέσω ενός οµοµορφισµού εκτίµη-

σης απεικονίζει πολυώνυµα σε ακεραιίους αριθµούς και εξασφαλίζει την ύπαρξη της αντίστροφης

απεικόνισης.

Λήµµα 4.7. ΄Εστω n; � 2 N. Αν n � 2 τότε D 2 N αλλιώς D = 1. ΄Εστω � = (�1; �2; : : : ; �n)
µε �i = (�+ 1)(Di�1 +Di�2 + � � �+D + 1), 1 � i � n. Ο οµοµορφισµός εκτίµησης�� :P�;D ! Zf 7! f(2�1 ; : : : ; 2�n)
όπου P�;D = ff 2 Z[X1; : : : ; Xn℄ j L (f) � � ^ deg(f) � Dg, είναι 1�1 και υπάρχει η αντίστροφη

απεικόνιση, ��1� : ��(Z)! Z[X1; : : : ; Xn℄.
Επιπρόσθετα αν f 2 P�;D και deg(f) = p � D καιL (f) = � � �, τότεL (��(f)) � �np+�+1.
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Με απλά λόγια το Ληµ. 4.7 µας εξασφαλίζει ότι αν επιλέξουµε ακεραίους σύµφωνα µε τους

κανόνες του τότε οι αποτιµήσεις διαφορετικών πολυωνύµων του P�;D δίνουν διαφορετικό αποτέ-

λεσµα. Το επόµενο παράδειγµα αναδεικνύει τη χρήση του Ληµ. 4.7.

Παράδειγµα 4.8. ΄Εστω το πολυώνυµο f = X2+3X+1 2 Z[X℄. Αντικαθιστώντας όπουX το22 = 4 έχουµε ότι �1(f) = 42+3�4+1 = 29. Από το 29 προκύπτει το f ως εξής. Παρατηρούµε ότι�
rem

�29; 42� ; quo
�29; 42�� = (13; 1) οπότε ο µεγιστοβάθµιος συντελεστής είναι 1. Στη συνέχεια�

rem
�13; 41� ; quo

�13; 41�� = (1; 3) οπότε ο συντελεστής του γραµµικού όρου είναι 3 και τέλος

αφού
�
rem

�1; 40� ; quo
�1; 40�� = (0; 1), ο σταθερός όρος είναι 1.

Επίσης παρατηρήστε ότι (29)10 = (01 11 01)2 . Τα δύο πρώτα ψηφία της δυαδικής αναπαρά-

στασης είναι ο συντελεστής του X2, τα δύο επόµενα του X και τα δύο τελευταία του σταθερού

όρου.

Το επόµενο ϑεώρηµα είναι η επέκταση του Θεωρ. 2.30 για πολυώνυµα σε πολλές µεταβλητές.

Θεώρηµα 4.9

΄Εστω f; g 2 (Z[Y1; : : : ; Yn℄)[X℄, όπου degX(f) = p � q = degX(g) και L (f) ;L (g) � � .

Επιπρόσθετα, έστω degYi(f) � d και degYi(g) � d, όπου 1 � i � n. Ο υπολογισµός της ακολουθίας

SR(f; g) ως προς X, έχει πολυπλοκότητα eOB(2n�1 pn+2 q dn � ).
Απόδειξη: Θα χρησιµοποιήσουµε το Ληµ. 4.7. Θεωρούµε τον οµοµορφισµό εκτίµησης � = �n,

όπου �i = (�+1)(Di�1+� � �+D+1), � = maxfL (SRj(f; g))g, καιD � maxfdeg(SRj(f; g))g,
όπου 1 � i � n και 0 � j � q.

Τα πολυώνυµα �(f) και �(g) είναι µιας µεταβλητής, δηλαδή �(f); �(g) 2 Z[X℄. Επίσης,

deg(�(f)) = p � q = deg(�(g)) και τα L (�(f)) = L (�(g)) ϕράσσονται απόO(d � � � nXi=1 �i + � ) = O(d � � �Dn�1)
Από το Θεωρ. 2.30 η ακολουθία SR(�(f); �(g)) υπολογίζεται σε O �p qM

�p � d � � �Dn�1��.
Αποµένει να επιλέξουµε τα D και � τα οποία εξαρτώνται από το ϐαθµό και το δυαδικό µήκος

των πολυωνύµων SRj 2 Z[X℄. Προκειµένου να ϕράξουµε το ϐαθµό των SRj χρησιµοποιούµε

τον ορισµό τους ως πολυώνυµα οριζουσών (Ορ. 2.19) και την ανισότητα του Hadamard [14] και

συµπεραίνουµε ότι deg(SRj(f; g)) � d(p + q � 2j). Οπότε επιλέγουµε D = 2dp. Με την ίδια

τεχνική ϕράσσουµε και το δυαδικό τους µήκος. Πιο συγκεκριµέναL (SRj(f; g)) � (� + L (p+ q))(p+ q � 2j) + nL ((p+ q)d+ 1)
οπότε επιλέγουµε � = O(p� + (p+ n) lg(pd)) ή � = eO(p� ). Κατά συνέπεια ο υπολογισµός της

ακολουθίας SR(�(f); �(g)) έχει πολυπλοκότητα eOB(2n�1 pn+2 q dn � ).
Προκειµένου να υπολογίσουµε την ακολουθία SR(f; g) ως προς X, αρκεί να εφαρµόσουµε

τον µετασχηµατισµό ��1 στα πολυώνυµα της ακολουθίας SR(�(f); �(g)). ΟΕ∆
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Ο Reischert [222] για την απόδειξη του Θεωρ. 4.9 χρησιµοποιεί επαναληπτική δυαδική τµη-

µατοποίηση κατά Kronecker, δείτε επίσης [263]. Ωστόσο, ο µετασχηµατισµός του Ληµ. 4.7 έχει

πιο εύκολο αλγόριθµο κωδικοποίησης και αποκωδικοποίησης [159]. Η δε αριθµητική πολυπλο-

κότητά του είναι γραµµική ως προς την έξοδο και απαιτεί µόνο προσθέσεις και ολισθήσεις [159]

και σε καµία περίπτωση δεν επηρεάζει την πολυπλοκότητα όλων των αλγορίθµων που παρουσιά-

Ϲουµε. Η πολυπλοκότητα υπολογισµού της ακολουθίας SR, Θεωρ. 4.9, που παρουσιάσαµε είναι

ίδια µε αυτή που παρουσίασε ο Reischert [222] και είναι καλύτερη κατά ένα παράγοντα 2 (και

κάποιους πολυ-λογαριθµικούς παράγοντες) από αυτή που παρουσίασε ο Klose [159].

Το επόµενο ϑεώρηµα επεκτείνει το Θεωρ. 2.31 και αφορά τον υπολογισµό της ακολουθίας

SRQ σε πολυώνυµα πολλών µεταβλητών. Το ϕράγµα πολυπλοκλότητας που επιτυγχάνεται είναι

το ίδιο µε αυτό του Reischert [222].

Θεώρηµα 4.10

΄Εστω f; g 2 (Z[Y1; : : : ; Yn℄)[X℄, όπου degX(f) = p � q = degX(g) και L (f) ;L (g) � � .

Επιπρόσθετα, έστω degYi(f) � d και degYi(g) � d, όπου 1 � i � n.

Ο υπολογισµός της ακολουθίας SRQ(f; g), οποιουδήποτε πολυωνύµου της ακολουθίας SR(f; g),
του res(f; g) και του gcd(f; g) έχει πολυπλοκότητα eOB(2n�1 pn+1 q dn � ).
Απόδειξη: Χρησιµοποιούµε τον ίδιο µετασχηµατισµό, όπως και στην απόδειξη του Θεωρ. 4.9.

΄Ετσι έχουµε �(f); �(g) 2 Z[X℄ όπου deg(f) = p � q = deg(g) και L (f) = L (q) = O(d � � �Dn�1). Ο υπολογισµός SRQ(�(f); �(g)) έχει πολυπλοκότητα eOB(p q d �Dn�1) (Θεωρ. 2.31).

Αντικαθιστώντας � = eO(p� ) και D = 2 d p προκύπτει η Ϲητούµενη πολυπλοκότητα.

Καθώς τα res(f; g) και gcd(f; g) είναι στοιχεία της ακολουθίας SRQ, το ϑεώρηµα αποδεί-

χτηκε. ΟΕ∆

Με την εξαίρεση του υπολογισµού της επιλύουσας, η πολυπλοκότητα του προηγούµενου

ϑεωρήµατος είναι ϐέλτιστη. Αυτό δεν ισχύει µόνο για την περίπτωση της επιλύουσας.

Για πολυώνυµα σε δύο µεταβλητές τα δύο προηγούµενα ϑεωρήµατα µας οδηγούν στα ακό-

λουθα πορίσµατα :

Πόρισµα 4.11. ΄Εστω f; g 2 (Z[Y ℄)[X℄, όπου degX(f) = p � q = degX(g), degY (f) � d,

degY (g) � d και L (f) ;L (g) � � . Ο υπολογισµός της ακολουθίας SR(f; g) ως προς X έχει

πολυπλοκότητα eOB(p3 q d � ).
Επιπρόσθετα L (SRj(f; g)) = O(p � ) και degY (SRj(f; g)) � 2 d p.

Πόρισµα 4.12. ΄Εστω f; g 2 (Z[Y ℄)[X℄, όπου degX(f) = p � q = degX(g) degY (f) � d,

degY (g) � d και L (F ) � L (G) � � . Ο υπολογισµός της ακολουθίας SRQ(f; g), ως προς X,

οποιουδήποτε πολυωνύµου στην ακολουθία SR(f; g), του res(f; g) και του gcd(f; g) έχει πολυ-

πλοκότητα eOB(p2 q d � ).
Επιπρόσθετα degY (res(f; g)) � 2 d p.

Το επόµενο πόρισµα, περιέργως πως, δεν παρουσιάζεται στην ϐιβλιογραφία.
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Πόρισµα 4.13. ΄Εστω f; g 2 (Z[Y ℄)[X℄, όπου degX(f) = p � q = degX(g) degY (f) � d,

degY (g) � d και L (F ) ;L (G) � � . Ο υπολογισµός της αποτίµησης SR(f; g ; a), ως προς X, όπουL (a) = �, έχει πολυπλοκότητα eOB(q maxfp2 d �; q �g).
Επιπρόσθετα SRj(a) 2 Z[Y ℄, degY (SRj(a)); deg(SRj(a)) � 2 d p καιL (SRj(a)) = O(maxfp �; d �g).

Απόδειξη: Θα χρησιµοποιήσουµε το Ληµ. 4.7. Θεωρούµε τον οµοµορφισµό εκτίµησης � = �1,
όπου �1 = � = (L + 1), L = maxfL (SRj(f; g))g = O(p � ), 0 � j � d. Για τα πολυώνυµα�(f); �(g) 2 Z[X℄ ισχύει L (�(f)) = L (�(g)) = O(dL+ � ) = O(dL).

Υπολογίζουµε την αποτίµηση SR(�(f); �(g) ; a) µε πολυπλοκότητα eOB(q maxfp dL; q �g)
ή eOB(q maxfp2 d �; q �g) (Θεωρ. 2.32). Για κάθε ένα SRj(�(f); �(g) ; a) 2 Z, 0 � j � q,
εφαρµόζουµε τον µετασχηµατισµό ��1 προκειµένου να πάρουµε το SRj(f; g ; a) 2 Z[X℄.

Προκειµένου να ϕράξουµε το ϐαθµό των SRj ως προς Y χρησιµοποιούµε τον ορισµό τους ως

πολυώνυµα οριζουσών (Ορ. 2.19) και την ανισότητα του Hadamard [14] και συµπεραίνουµε ότι

degY (SRj(a)) = deg(SRj(a)) � 2 d p. Και µε την ίδια τεχνική, εφόσον L (SRj(f; g)) = O(p � )
συνάγουµε ότι L (SRj(f; g ; a)) = O(maxfp �; d �g) (Εν. 2.2). ΟΕ∆

Το γεγονός ότι οι (προσηµασµένες) ακολουθίες υπο-επιλυουσών (signed subresultant seque-

nces) έχουν καλή συµπεριφορά ακόµα κι όταν οι συντελεστές των πολυωνύµων είναι παράµετροι,

δείτε [118, 119] και Εν. 2.3, ϐρίσκει εφαρµογή όταν απαιτούνται υπολογισµοί µε πολυώνυµα

πολλών µεταβλητών (στην περίπτωσή µας µε δύο µεταβλητές). Αν f και g είναι δύο πολυώνυµα

µε παραµετρικούς συντελεστές, τέτοια ώστε ο ϐαθµός τους να µην µεταβάλλεται για οποιαδήποτε

τιµή των παραµέτρων, ο υπολογισµός της ακολουθίας SR(f; g) µας εγγυάται ότι για οποιαδήποτε

τιµή των παραµέτρων η ακολουθία είναι ορθή. Θα χρησιµοποιήσουµε αυτή την ιδιότητα, στην

περίπτωση που τα f και g είναι πολυώνυµα σε δύο µεταβλητές, προκειµένου να υπολογίσουµε

την SR(f; g) ως προς Y (ή ως προς X) ϑεωρώντας ότι τα πολυώνυµα ανήκουν στο (Z[X℄)[Y ℄ (ή

στο (Z[Y ℄)[X℄).
Η επόµενη υπόθεση είναι πολύ χρήσιµη για τη συνέχεια.

Ορισµός 4.14 (Υπόθεση της γενικής ϑέσης). ∆ύο πολυώνυµα f; g 2 R[X;Y ℄ είναι σε γενική

ϑέση αν leadY (f) 6= 0, leadY (g) 6= 0 και για κάθε (�1; �); (�2; �) 2 K2 τέτοια ώστε f(�1; �) =g(�1; �) = 0 και f(�2; �) = g(�2; �) = 0 να ισχύει �1 6= �2.

Με άλλα λόγια, η υπόθεση της γενικής ϑέσης απαιτεί οι λύσεις του συστήµατος f = g = 0 µε

κοινή τεταγµένη να έχουν διαφορετική τετµηµένη και οι µεγιστοβάθµιοι όροι ως προς Y να µην

µηδενίζονται. Το ακόλουθο ϑεώρηµα, το οποίο ϐασίζεται στην υπόθεση της γενικής ϑέσης, είναι

εξέχουσας σηµασίας :

Θεώρηµα 4.15

[14, 116, 117] ΄Εστω f; g 2 R[X;Y ℄ τα οποία είναι σχετικά πρώτα αν τα ϑεωρήσουµε πολυώνυµα

ως προς Y και ικανοποιούν την υπόθεση της γενικής ϑέσης. ΄Εστω

SRj(f; g) = srj(X)Y j + srj;i�1(X)Y j�1 + � � � + srj;0(X) 2 (R[X℄)[Y ℄
τα πολυώνυµα της ακολουθίας SR(f; g) ως προς Y , όπου srj = pscj . Αν (�; �) 2 K2, τέτοιο ώστεf(�; �) = g(�; �) = 0 τότε υπάρχει δείκτης k τέτοιος ώστε

sr0(�) = � � � = srk�1(�) = 0; srk(�) 6= 0; � = �1k srk;k�1(�)
srk(�)
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Απόδειξη: ΄Εστω ότι για κάποια ϱίζα � 2 K του sr0 = SR0 2 R[X℄ ισχύει sr0(�) = sr1(�) =0; : : : ; srk�1(�) = 0 και srk(�) 6= 0. Στην ακολουθία SR(f; g), η οποία είναι ως προς Y ,

κάνουµε την αντικατάσταση X = �. Την προκύπτουσα ακολουθία, η οποία έχει πολυώνυµα

στον χώρο (Z[�℄)[Y ℄, τη συµβολίσουµε gSR. Λόγω των καλών ιδιοτήτων των ακολουθιών υπο-

επιλυουσών, είµαστε ϐέβαιοι ότι η ακολουθία είναι η ίδια µε αυτή που ϑα είχαµε υπολογίσει αν

είχαµε κάνει την αντικατάσταση X = � µόνο στα f και g και ακολούθως είχαµε υπολογίσει την

ακολουθία.

Εφόσον ο πρώτος µη µηδενικός πρωταρχικός συντελεστής της gSR έχει δείκτη k, ο ΜΚ∆ τωνef; eg 2 (Z[�℄)[Y ℄ είναι το πολυώνυµο gSRk, το οποίο έχει ϐαθµό k, και άρα τα ef; eg έχουν k κοινές

ϱίζες (Θεωρ. 2.20). Με άλλα λόγια οι Y συντεταγµένες των λύσεων του συστήµατος f = g = 0,

που έχουν για X συντεταγµένη το �, είναι οι ϱίζες του gSRk. Ωστόσο, τα f και g είναι σε γενική

ϑέση, συνεπώς κάθε λύση του συστήµατος έχει διαφορετική X συντεταγµένη. Κατά συνέπεια τοgSRk πρέπει να έχει µία και µόνο µία ϱίζα και επειδή είναι ϐαθµού k, έχει µία πραγµατική ϱίζα

πολλαπλότητας k.

΄Αρα gSRk = (k � srk(�)Y + srk;k�1(�))k και συνεπώς η ϱίζα του είναι � 1k srk;k�1(�)
srk(�) . ΟΕ∆

Υπολογισµός προσήµου

Algorithm 17: sign_at(F;�; �)
Input: F 2 Z[X;Y ℄; � �= (A; I1 = [a1; b1℄); � �= (B; I2 = [a2; b2℄)
Output: sign(F (�; �))Q1  ;1 L1  SRX(A;F ; a1)2

foreach f 2 L1 do Q1  add(Q1; sign_at(f; �))3 Q2  ;4 L2  SRX(A;F ; b1)5

foreach f 2 L2 do Q2  add(Q2; sign_at(f; �))6

return (var(Q1)� var(Q2)) � sign(A0(�))7

΄Οπως και στην περίπτωση των υπολογισµών µε έναν πραγµατικό αλγεβρικό αριθµό, ο πιο

σηµαντικός υπολογισµός είναι το πρόσηµο της αποτίµησης. Πιο συγκεκριµένα, ϑεωρούµε F 2Z[X;Y ℄, � �= (A(x); I1) και � �= (B(X); I2) όπου I1 = [a1; b1℄, I2 = [a2; b2℄. Θέλουµε να

υπολογίσουµε το πρόσηµο της αποτίµησης F (�; �). Τον υπολογισµό αυτό ϑα τον συµβολίσουµε

µε sign_at(F;�; �). Ο ψευδο-κώδικας του αλγορίθµου παρουσιάζεται στον Αλγ. 17.

Θεώρηµα 4.16

΄Εστω F 2 Z[X;Y ℄ τέτοιο ώστε degX(F ) = degY (F ) = n1 και L (F ) = � και δύο πραγµατικοί
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αλγεβρικοί αριθµοί � �= (A; I�) = [a1; b1℄, � �= (B; I�) = [a2; b2℄ όπου A;B 2 Z[X℄, deg(A) =
deg(B) = n2, L (A) = L (B) = � και I�; I� 2 Q2 και το δυαδικό µήκος των άκρων τους ϕράσσεται

από O(n2 �).
Μπορούµε να υπολογίσουµε το πρόσηµο της αποτίµησης του F πάνω στους � και �, δηλαδή

sign_at(F;�; �), χρησιµοποιώντας τον Αλγ. 17 µε πολυπλοκότητα eOB(n31 n32 �), υποθέτοντας ότιn1 � n2.

Απόδειξη: Αρχικά ϑεωρούµε το F ως πολυώνυµο ως προς X µε συντελεστές πολυώνυµα

ως προς Y , δηλαδή F 2 (Z[Y ℄)[X℄ και προσπαθούµε να υπολογίσουµε το πρόσηµό του αν

το αποτιµήσουµε πάνω στο �, όπως ακριβώς κάναµε και στην περίπτωση της µίας µεταβλητής

(Αλγ. 15).

Υπολογίζουµε την αποτίµηση της ακολουθίας SR(A;F ) ως προςX, πάνω στο a1, δηλαδή την

ακολουθία SR(A;F ; a1) (Γραµµή 2 στον Αλγ. 17). Ο υπολογισµός αυτός κοστίζει eOB(n21 n22 �)
(Πορ. 4.13). Η ακολουθία SR(A;F ; a1) (L1 στον Αλγ. 17) περιέχει O(n1) πολυώνυµα στο Z[Y ℄
µε ϐαθµούς O(n1 n2) και δυαδικό µήκος O(n1 n2 �).

Για κάθε ένα πολυώνυµο στην SR(A;F ; a1), υπολογίζουµε το sign_at (SRj(A;F ; a1); �)
(Γραµµή 3 στον Αλγ. 17) και µετράµε τις εναλλαγές προσήµων. Ο υπολογισµός

sign_at (SRj(A;F ; a1); �) κοστίζει eOB(n21 n32 �) (Θεωρ. 2.32) και καθώς χρειαζόµαστε O(n1)
τέτοιους υπολογισµούς, το συνολικός κόστος είναι eOB(n31 n32 �).

Κάνουµε το ίδιο για το δεξί άκρο του I� το b1 και αφαιρούµε τις εναλλαγές προσήµων. Ο

υπολογισµός του sign(A0(�)) γίνεται όπως στον Αλγ. 15 και κοστίζει eOB(n32 �).
Συµπεραίνουµε ότι η συνολική πολυπλοκότητα του αλγορίθµου είναι eOB(n31 n32 �). ΟΕ∆

Από όσο είµαστε σε ϑέση να γνωρίζουµε η πολυπλοκότητα του προηγούµενου ϑεωρήµατος

δεν ήταν γνωστή µέχρι σήµερα. Μπορούµε να γενικεύσουµε το Θεώρηµα στον υπολογισµό προ-

σήµου της αποτίµησης ενός πολυωνύµου µε k µεταβλητές πάνω σε k πραγµατικούς αλγεβρικούς

αριθµούς, ακολουθώντας την προσέγγιση του Sakkalis [234]. Ωστόσο, το γεγονός ότι χρησιµο-

ποιούµε ακολουθίες υπο-επιλυουσών, αντί για προσηµασµένες Ευκλείδιες ακολουθίες, ϐελτιώνει

τόσο τη ϑεωρητική [14] όσο και την πρακτική πολυπλοκότητα [66, 87, 275].

∆ύο αλγόριθµοι για την επίλυση συστηµάτων

Θεωρούµε το σύστηµα 8>>><>>>:F = X1�i�d X1�j�d ai;jXiY j = 0G = X1�i�d X1�j�d di;jXiY j = 0 (4.1)

Υποθέτουµε ότι τα πολυώνυµα του συστήµατος F;G 2 Z[X;Y ℄ είναι σχετικά πρώτα και ότι

deg(F ) = deg(G) = n και L (F ) = L (G) = �. Θα παρουσιάσουµε δύο αλγορίθµους και την

ανάλυσή τους που αφορούν την πραγµατική επίλυση του παραπάνω συστήµατος. Οι ιδέα και των

δύο αλγορίθµων είναι να προβάλλουµε το σύστηµα στον X και στον Y άξονα, να υπολογίσουµε
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τις συντεταγµένες των λύσεων και στη συνέχεια µε κάποιο τρόπο να τις ταιριάξουµε. Η διαφορά

των αλγορίθµων έγκειται στον τρόπο ταιριάσµατος. Οι προβολές του συστήµατος στους άξονες

επιτυγχάνονται µε την ϐοήθεια της επιλύουσας. Υπενθυµίζουµε, δείτε Εν. 2.2, ότι η επιλύουσα

δύο πολυωνύµων σε δύο µεταβλητές απαλείφει τη µία µεταβλητή. Η έξοδος των αλγορίθµων είναι

µια λίστα µε Ϲεύγη πραγµατικών αλγεβρικών αριθµών, που είναι λύσεις του συστήµατος και αν

είναι δυνατόν µια λίστα µε τις πολλαπλότητες.

Αν και το πρόβληµα της επίλυσης συστηµάτων είναι µια από τις πιο ενεργές επιστηµονικές πε-

ϱιοχές στην κοινότητα των αλγεβρικών αλγορίθµων, ο κύριος όγκος των εργασιών επικεντρώνεται

σε πολυωνυµικά συστήµατα µε k µεταβλητές, δείτε για παράδειγµα1 [46, 84, 95, 168, 197, 198,

199, 200]. Αυτός είναι ο λόγος που αποτελέσµατα σε πολυωνυµικά συστήµατα 2 µεταβλητών

είναι αρκετά περιορισµένα.

Ο απλός αλγόριθµος (naive_solve)

Algorithm 18: naive_solve(F;G)
Input: F;G 2 Z[X;Y ℄
Output: Οι πραγµατικές λύσεις του συστήµατος F = G = 0Rx  resy(F;G)1 Lx;Mx  construct(Rx)2 Ry  resx(F;G)3 Ly ;My  construct(Ry)4 Q ;5

foreach � 2 Lx do6

foreach � 2 Ly do7

if sign_at(F;�; �) = 0 ^ sign_at(G;�; �) = 0 then8 Q add(Q; f�; �g)9

return Q10

Ο αλγόριθµος naive_solve, ο ψευδο-κώδικας του οποίου παρουσιάζεται στον Αλγ. 18, είναι

ο πλέον προφανής. Υπολογίζουµε τους πραγµατικούς αλγεβρικούς αριθµούς που αντιστοιχούν

στις X και Y συντεταγµένες των πραγµατικών λύσεων του συστήµατος ως λύσεις των προβολών

resY (F;G) και resY (F;G) και στη συνέχεια τις ταιριάζουµε χρησιµοποιώντας τον αλγόριθµο

sign_at (Αλγ. 17).

Η είσοδος του αλγορίθµου είναι τα δύο πολυώνυµα F;G 2 Z[X;Y ℄ και η έξοδος του είναι µία

λίστα από Ϲεύγη πραγµατικών αλγεβρικών αριθµών σε αναπαράσταση µε διάστηµα αποµόνωσης,

η οποία συµβολίζεται µε Q στον Αλγ. 18.

Η ορθότητα του αλγορίθµου προκύπτει από το γεγονός ότι αφενός µεν όλες οι πραγµατικές

λύσεις του συστήµατος προκύπτουν από ως πραγµατικές λύσεις των resx(F;G) και resy(F;G)
1Η ϐιβλιογραφία για τα πολυωνυµικά συστήµατα πολλών µεταβλητών που παρουσιάζουµε είναι ενδεικτική.
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και αφετέρου δε από το γεγονός ότι ένα Ϲεύγος (�; �) 2 R2alg είναι λύση του συστήµατος αν και

µόνο αν F (�; �) = G(�; �) = 0.

Το επόµενο ϑεώρηµα περιγράφει αναλυτικά τα ϐήµατα του αλγορίθµου και αναλύει την

πολυπλοκότητά τους.

Θεώρηµα 4.17 (naive_solve)

΄Εστω F;G 2 Z[X;Y ℄ σχετικά πρώτα, µε συνολικό ϐαθµό που ϕράσσεται από n και µέγιστο

δυαδικό µήκος συντελεστών που ϕράσσεται από �. Η πραγµατική επίλυση του συστήµατοςF = G =0 µε τον αλγόριθµο naive_solve έχει πολυπλοκότητα eOB(n14 �), µε την υπόθεση ότι � = O(n4).
Απόδειξη: Καταρχάς υπολογίζουµε τους πραγµατικούς αλγεβρικούς αριθµούς που αντιστοι-

χούν στις X συντεταγµένες των πραγµατικών λύσεων του συστήµατος, υπολογίζοντας την επι-

λύουσα των F και G ως προς Y , Rx, (Γραµµή 1 στον Αλγ. 18). Η πολυπλοκότητα του ϐήµατος

είναι eOB(n4�) (Πορ. 4.12). Παρατηρούµε ότι deg(Rx) = O(n2) και L (RX) = O(n�). Υπο-

λογίζουµε τους πραγµατικούς αλγεβρικούς αριθµούς που είναι ϱίζες του Rx, µε αναπαράσταση

διαστήµατος αποµόνωσης (Γραµµή 2 στον Αλγ. 18) µε πολυπλοκότητα eOB(n10�2) (Θεωρ. 3.41)

και τους τοποθετούµε στη λίστα Lx.

Οµοίως και µε την ίδια πολυπλοκότητα, υπολογίζουµε τους πραγµατικούς αλγεβρικούς αριθ-

µούς που αντιστοιχούν στις Y συντεταγµένες των λύσεων του συστήµατος (Γραµµές 3 και 4 στον

Αλγ. 18) και τους τοποθετούµε στη λίστα Ly.

Η αναπαράσταση των πραγµατικών αλγεβρικών αριθµών που έχουµε υπολογίσει, περιέχει

το χωρίς τετράγωνα µέρος του Rx ή του Ry. Και στις δύο περιπτώσεις το δυαδικό µήκος του

πολυωνύµου είναι O(n+n�) = O(n�) (Θεωρ. 2.34). Τα διαστήµατα αποµόνωσης έχουν άκρα

ϱητούς αριθµούς µε δυαδικό µήκος O(n3 �) (Σηµ. 3.24). Τέλος, τόσο το µέγεθος της Lx όσο

και της Ly είναι O(n2).
Σχηµατίζουµε όλα τα δυνατά Ϲεύγη πραγµατικών αλγεβρικών αριθµών και ελέγχουµε αν µη-

δενίζουν τόσο το F όσο και το G (Γραµµή 8 στον Αλγ. 18). Αυτό επιτυγχάνεται µε τον αλγόριθµο

sign_at (Αλγ. 17). Πρέπει να πραγµατοποιήσουµε το πολύ O(n4) τέτοιους υπολογισµούς και

κάθε ένας από αυτούς κοστίζει eOB(n10�) (Θεωρ. 4.16).

Συνεπώς, η συνολική πολυπλοκότητα είναι eOB(n14�). ΟΕ∆

Ο αλγόριθµος που παρουσιάσαµε, αν και προφανής, δεν έχει αναλυθεί µέχρι σήµερα. Το

µειονέκτηµα του αλγορίθµου naive, εκτός από τη µεγάλη ϑεωρητική του πολυπλοκότητα είναι

ότι δεν υπολογίζει τις πολλαπλότητες των λύσεων. Επίσης, η πολυπλοκότητα στην πράξη του

αλγορίθµου sign_at (Αλγ. 17) είναι πολύ µεγάλη. Από την άλλη η απλότητά του το κάνει πολύ

εύκολα υλοποιήσιµο και ιδιαίτερα ελκυστικό. Μια παραλλαγή του αλγορίθµου naive_solve,

όπου ο έλεγχος για το αν ένα Ϲεύγος είναι λύση του συστήµατος πραγµατοποιείται µε συνεχώς

ϐελτιούµενες προσεγγίσεις των πραγµατικών αλγεβρικών αριθµών, χρησιµοποιείται πολύ συχνά

στην πράξη.
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Algorithm 19: mrur_solve (F;G)

Input: F;G 2 Z[X;Y ℄ τέτοια ώστε να ικανοποιούν την υπόθεση της γενικής ϑέσης

Output: Οι πραγµατικές λύσεις του συστήµατος F = G = 0
SR SRy(F;G)1

/* Probol  ston X �xona */Rx  resy(F;G)2 Px;Mx  construct(Rx)3

/* Probol  ston Y �xona */Ry  resx(F;G)4 Py;My  construct(Ry)5 I  intermediate_points(Py)6

/* Paragontopo�hsh tou Rx sÔmfwna me tou prwteÔonte suntelestè th akolouj�a
SR kai upologismì twn riz¸n tou Rx pou tou mhden�zoun */K  compute_k(SR; Px)7 Q ;8

/* Ta�riasma twn lÔsewn */

foreach � 2 Px do9 �  find(�;K;Py ; I)10 Q add(Q; f�; �g)11

return Q12

Ο αλγόριθµος modified RUR (mrur_solve)

Ο επόµενος αλγόριθµος που ϑα παρουσιάσουµε, ονοµάζεται modified RUR ή mrur_solve και

έχει καλύτερη (ϑεωρητική και πρακτική) πολυπλοκότητα από τον naive_solve.

Η είσοδος του αλγορίθµου είναι τα δύο πολυώνυµα του συστήµατος (4.1). Ωστόσο, ο mrur_solve

υποθέτει ότι τα πολυώνυµα ικανοποιούν την υπόθεση της γενικής ϑέσης (Ορ. 4.14). Η υπόθεση

αυτή χρειάζεται γιατί ο αλγόριθµος χρησιµοποιεί το Θεωρ. 4.15. Η υπόθεση της γενικής ϑέ-

σης είναι χωρίς ϐλάβη της γενικότητας καθώς µπορούµε να επιβάλλουµε στα πολυώνυµα του

συστήµατος ένα µετασχηµατισµό της µορφής (X;Y ) 7! (X + aY; Y ), όπου το a είναι είτε ένας

τυχαίος αριθµός ή κάποιος αριθµός ντετερµινιστικά υπολογισµένος τέτοιος ώστε να ικανοποιείται

η υπόθεση της γενικής ϑέσης [116, 235] πριν από την εκτέλεση του αλγορίθµου πραγµατικής

επίλυσης.

Τα αρκτικόλεξο RUR στην ονοµασία του αλγορίθµου σηµαίνει Rational Univariate Represen-

tation (ϱητή αναπαράσταση σε µία µεταβλητή). Το Θεωρ.4.15 αναπαριστά τη µία συντεταγµένη

ως ϱητή πολυωνυµική αναπαράσταση ως προς την άλλη συντεταγµένη. ΄Ετσι προέκυψε το RUR

στην ονοµασία.

Η τεχνική του RUR γενικεύεται σε συστήµατα πολλών µεταβλητών. Πιο συγκεκριµένα, µπο-

ϱούµε να υπολογίσουµε κάποιον πραγµατικό αλγεβρικό αριθµό και να εκφράσουµε τις λύσεις
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του συστήµατος ως ϱητές πολυωνυµικές συναρτήσεις ως προς αυτόν τον αριθµό. Επίσης, η ιδέα

του RUR δεν είναι καινούργια, δείτε για παράδειγµα [14, 44, 46, 74, 223, 229], καθώς αποτελεί

γενίκευση του υπολογισµού του πρωτεύοντος στοιχείου (primitive element) που παρουσιάστηκε

από τον van der Waerden [258], ενώ οι πρώτες ϐάσεις τέθηκαν από τον Kronecker.

Ο αλγόριθµος που παρουσιάζουµε µοιάζει αρκετά µε τον αλγόριθµο των González-Vega and

El Kahoui [116], Gonzalez-Vega and Necula [117] που αφορά το στενά συνδεδεµένο πρόβληµα

του υπολογισµού της τοπολογίας µιας επίπεδης πραγµατικής αλγεβρικής καµπύλης. Βασικό

ϐήµα σε αυτό τον αλγόριθµο, και αποφασιστικό για την πολυπλοκότητά του, είναι η επίλυση ενός

πολυωνυµικού συστήµατος σε δύο µεταβλητές. Ωστόσο, ο αλγόριθµος των González-Vega and

El Kahoui [116], Gonzalez-Vega and Necula [117] σταµατά όταν υπολογίζει µια ϱητή πολυωνυ-

µική αναπαράσταση των λύσεων του συστήµατος (RUR), χρησιµοποιώντας το Θεωρ. 4.15. Αυτό

δεν είναι (πάντοτε) ικανοποιητικό καθώς η αναπαράσταση των Y συντεταγµένων είναι έµµεση Αν

για παράδεγµα χρειάζεται να κάνουµε πράξεις µε αυτούς τους αριθµούς ή να τους συγκρίνουµε

κ.ο.κ, τότε πρέπει να επεξεργαστούµε περαιτέρω την αναπαράσταση των λύσων του συστήµατος.

Φυσικά ϑα µπορούσαµε να υπολογίσουµε το ελάχιστο πολυώνυµο που εκφράζει τους πραγµατι-

κούς αλγεβρικούς αριθµούς που αντιστοιχούν στις Y συντεταγµένες αλλά αυτός ο υπολογισµός

είναι µεγάλης ϑεωρητικής αλλά και πρακτικής πολυπλοκότητας.

Επιλέγουµε µια διαφορετική προσέγγιση, έτσι ώστε η έξοδος του αλγορίθµου να είναι µια

λίστα από Ϲεύγη πραγµατικών αλγεβρικών αριθµών σε αναπαράσταση µε διάστηµα αποµόνωσης

και επειδή τροποποιούµε τον αλγόριθµο των González-Vega and El Kahoui [116], Gonzalez-

Vega and Necula [117], γιαυτό ονοµάζουµε τον αλγόριθµο modified RUR (τροποποιηµένη ϱητή

αναπαράσταση σε µία µεταβλητή).

Επίσης η πιο σηµαντική διαφορά του mrur_solve µε τον αλγόριθµο των González-Vega and

El Kahoui [116], Gonzalez-Vega and Necula [117] είναι επιλέγουν να απαραστήσουν τους πραγ-

µατικούς αλγεβρικούς αριθµούς µε την κωδικοποίηση κατά Thom [58], ενώ εµείς επιλέγουµε

την αναπαράσταση µε διάστηµα αποµόνωσης. Η πολυπλοκότητα του αλγορίθµου τους είναιeOB(N16), όπου N = maxfn; �g. Ακόµα και η ανάλυση του αλγορίθµου των González-Vega and

El Kahoui [116], Gonzalez-Vega and Necula [117] όταν οι αριθµοί αναπαρίστανται µε διάστηµα

αποµόνωσης, δεν έχει παρουσιαστεί µέχρι σήµερα. Ο αλγόριθµος που ϑα παρουσιάσουµε έχει

πολυπλοκότητα eOB(N12).
Η ανάλυση του mrur_solve

Ο ψευδο-κώδικας του αλγορίθµου mrur_solve παρουσιάζεται στον Αλγ. 19. Θα εξετάσουµε ϐήµα

προς ϐήµα την ανάλυση της πολυπλοκότητάς του.

Περιγραφικά, ο αλγόριθµος είναι ο εξής : Προβάλουµε το σύστηµα στον X (Γραµµές 2 και 3)

και στον Y άξονα (Γραµµές 4 και 5). Στη συνέχεια για κάθε X συντεταγµένη λύσης (Γραµµή 9)

υπολογίσουµε την αντίστοιχη Y συντεταγµένη (Γραµµή 10) χρησιµοποιώντας το Θεωρ. 4.15.

Η είσοδος του αλγορίθµου είναι δύο πολυώνυµα F;G 2 Z[X;Y ℄, τέτοια ώστε να ικανοποιούν

την υπόθεση της γενικής ϑέσης. Υποθέτουµε ότι deg(F ) = deg(G) = n και L (F ) = L (G) = �.

Καταρχάς υπολογίζουµε την ακολουθία SR(F;G) ως προς Y (Γραµµή 1 στον Αλγ. 19) µε

πολυπλοκότητα eOB(n5 �) (Πορ. 4.11).
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Η προβολή στο X άξονα (Γραµµές 2 και 3 στον Αλγ. 19)

Προκειµένου να υπολογίσουµε την προβολή του συστήµατος (4.1) στον X άξονα πρέπει να απα-

λείψουµε από το σύστηµα την µεταβλητή Y . Γιαυτό υπολογίζουµε την επιλύουσα, Rx, των F
και G ως προς Y (Γραµµή 2 στον Αλγ. 19). Ο υπολογισµός του Rx (Γραµµή 2 στον Αλγ. 19)

έχει πολυπλοκότητα eOB(n4 �) (Θεωρ. 4.12). Εναλλακτικά, ϑα µπορούσαµε να υπολογίσουµε

το Rx ως το πρώτο από το τέλος µη µηδενικό πολυώνυµο της ακολουθίας SR(F;G), αλλά η

πολυπλοκότητα αυτού του ϐήµατος δεν είναι σηµαντική για τον αλγόριθµο.

Οι πραγµατικές λύσεις του Rx είναι οι X συντεταγµένες των λύσεων του συστήµατος. Παρα-

τηρούµε ότι Rx 2 Z[X℄, εφόσον τα F και G είναι σχετικά πρώτα, και ότι deg(Rx) = O(n2) καιL (Rx) = O(n�). Στη συνέχεια υπολογίζουµε τους πραγµατικούς αλγεβρικούς αριθµούς που

είναι ϱίζες του Rx, σε αναπαράσταση µε διάστηµα αποµόνωσης (Γραµµή 3 στον Αλγ. 19) χρη-

σιµοποιώντας τον αλγόριθµο construct (Αλγ. 14) µε πολυπλοκότητα eOB(n10 �2) (Θεωρ. 3.41).

Παρατηρούµε ότι αναπαράσταση των πραγµατικών αλγεβρικών αριθµών που έχουµε υπολογίσει

περιέχει το ελεύθερο τετραγώνων µέρος τουRx, το οποίο έχει δυαδικό µήκοςO(n+n�) = O(n�)
(Θεωρ. 2.34) και ότι τα διαστήµατα αποµόνωσης έχουν άκρα ϱητούς αριθµούς µε δυαδικό µήκοςO(n3 �) (Σηµ. 3.24). ΄Εστω ότι οι πραγµατικοί αλγεβρικοί αριθµοί που υπολογίσαµε είναι�1 < �2 < � � � < �m�1 < �m (4.2)

όπου m � 2n2 είναι το πλήθος των διακριτών πραγµατικών ϱιζών του Rx. Ο αλγόριθµος

construct επιστρέφει ένα διάνυσµα, Px, που περιέχει τους πραγµατικούς αλγεβρικούς αριθ-

µούς που είναι ϱίζες του Rx και ένα διάνυσµα, Mx, που περιέχει τις πολλαπλότητές τους.

Τέλος, αν � είναι κάποια πραγµατική ϱίζα του Rx, τότε η πολλαπλότητά του ως ϱίζα του Rx εί-

ναι και η πολλαπλότητα του (�; �) ως λύση του συστήµατος, όπου � η αντίστοιχη Y συντεταγµένη

του. Το γεγονός αυτό απορρέει από την υπόθεση της γενικής ϑέσης.

Η προβολή στον Y άξονα (Γραµµές 4, 5 και 6 στον Αλγ. 19)

Προκειµένου να προβάλουµε το σύστηµα στον Y άξονα πρέπει να απαλείψουµε από αυτό την

µεταβλητή X. Η διαδικασία είναι ακριβώς η ίδια µε την προβολή στον X άξονα, αλλά µε αν-

τεστραµµένους τους ϱόλους των X και Y . Κατά συνέπεια ο υπολογισµός των πραγµατικών

αλγεβρικών αριθµών που αντιστοιχούν στις Y συντεταγµένες των λύσεων του συστήµατος έχει πο-

λυπλοκότητα eOB(n10 �2). Οι ϱίζες του Ry περιέχονται στον διάνυσµα Py και οι πολλαπλότητές

τους στο διάνυσµα My.

Επιπρόσθετα εκτελούµε τον αλγόριθµο intermediate_points (Παρ. 4.1), Γραµµή 6 στον Αλγ. 19,

προκειµένου να υπολογίσουµε ϱητά σηµεία ανάµεσα στις πραγµατικές ϱίζες του Ry. Η πολυ-

πλοκότητα του intermediate_points είναι eOB(n5�) (Παρ. 4.1) και επίσης το δυαδικό µήκος των

ϱητών αριθµών που υπολογίζει είναι O(n3 �). Η χρησιµότητα των σηµείων αυτών ϑα ϕανεί στη

συνέχεια. ΄Εστω ότι οι ϱίζες του Ry και τα ενδιάµεσα σηµεία qj είναιq0 < �1 < q1 < �2 < � � � < �`�1 < q`�1 < �` < q` (4.3)

όπου ` � m � 2n2 είναι το πλήθος των διαφορετικών πραγµατικών ϱιζών του Ry. Εφόσον

το σύστηµα ϐρίσκεται σε γενική ϑέση, κάθε πραγµατική ϱίζα του Rx πρέπει να αντιστοιχεί σε

ακριβώς µία πραγµατική ϱίζα του Ry. Γιαυτό το λόγο ισχύει ` � m � 2n2. Τα ενδιάµεσα σηµεία

περιέχονται στο διάνυσµα I.
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Ο αλγόριθµος compute_k (Γραµµή 7 στον Αλγ. 19)

Προκειµένου να εφαρµόσουµε το Θεωρ. 4.15 ϑα πρέπει για κάθε πραγµατική ϱίζα του Rx να

υπολογίσουµε εκείνο το δείκτη k για τον οποίο ικανοποιούνται οι υποθέσεις του ϑεωρήµατος.

Αυτό ακριβώς κάνει ο αλγόριθµος compute_k. Πιο συγκεκριµένα, για κάποιο πραγµατικό αλ-

γεβρικό αριθµό � που είναι ϱίζα του Rx, υπολογίζει εκείνο τον δείκτη k για τον οποίο ισχύουν

οι υποθέσεις του Θεωρ. 4.15 και αποθηκεύει το αποτέλεσµα στο διάνυσµα K. Η υπόθεση της

γενικής ϑέσης µας εξασφαλίζει ότι ϑα υπάρχει πάντοτε ένας και µοναδικός δείκτης k για κάθε �.

Προκειµένου ο αλγόριθµος compute_k να µας επιστρέψει τον κατάλληλο δείκτη k για κάθε

πραγµατική ϱίζα του Rx που περιέχεται στο διάνυσµα Px, ορίζουµε αναδροµικά µια οικογένεια

πολυωνύµων �j(x): �0(X) = sr0(X)
gcd(sr0(X); sr00(X))�1(X) = gcd(�0(X); sr1(X)) �1 = �0(X)�1(X)�2(X) = gcd(�1(X); sr2(X)) �2 = �1(X)�2(X)

...�n�1(X) = gcd(�n�2(X); srn�1(X)) �n�1 = �n�2(X)�n�1(X)
Υπενθυµίζουµε ότι sri = psci 2 Z[X℄ είναι ο µεγιστοβάθµιος όρος του πολυωνύµου SRj 2(Z[X℄)[Y ℄ ή διαφορετικά, ο πρωτεύων συντελεστής του του πολυωνύµου SRj (Ορ. 2.19). Το�0(x) είναι το ελεύθερο τετραγώνων µέρος του Rx = sr0 = psc0 2 Z[X℄, το οποίο έχει ήδη

υπολογίσει ο αλγόριθµος construct(Rx) (Γραµµή 3 στον Αλγ. 19).

΄Εστω � κάποιος από τους πραγµατικούς αλγεβρικούς αριθµούς που περιέχει το διάνυσµαPx, ή διαφορικά κάποια από τις πραγµατικές ϱίζες του Rx ή ισοδύναµα του �0. Εκ κατασκευής

ισχύει �0(X) = Qj �j(X) και gcd(�j ;�i) = 1 αν j 6= i. Το � είναι ϱίζα του �0 και άρα ϱίζα

το πολύ ενός �j , για κάποιο δείκτη j. Για εκείνο τον δείκτη j που ισχύει �j(�) = 0, ισχύει

επίσης sr0(�) = sr1(�) = 0; : : : ; srj(�) = 0 και srj+1(�) 6= 0. Συνεπώς ο Ϲητούµενος δείκτης k
για το � είναι k = j + 1. Ωστόσο το � είναι σε αναπαράσταση µε διάστηµα αποµόνωσης, κατά

συνέπεια εκείνο το �j το οποίο το έχει ως πραγµατική ϱίζα ϑα πρέπει στα άκρα του διαστήµατος

αποµόνωσης να αλλάζει πρόσηµο, σύµφωνα µε το Θεώρηµα του Bolzano.

Συνοψίζοντας, τα ϐήµατα του αλγορίθµου compute_k είναι τα εξής : Υπολογίζει την παραγον-

τοποίηση �0 = Qj �j του χωρίς τετράγωνα µέρους του Rx. Στη συνέχεια για κάθε πραγµατική

ϱίζα του Rx υπολογίζει εκείνο το �j το οποίο αλλάζει πρόσηµο στα άκρα του διαστήµατος απο-

µόνωσης του �. Ο δείκτης k που αντιστοιχεί στο � είναι ο k = j + 1.

Ας µελετήσουµε τώρα την πολυπλοκότητα του αλγορίθµου. Εφόσον το �0 είναι το χωρίς τε-

τράγωνα µέρος του Rx ισχύει deg(�0) = O(n2) και L (�0) = O(n+n�) = O(n�) (Θεωρ. 2.34).

Τα �j είναι διαιρέτες του �0, οπότε
Pj deg(�j) = O(n2) και από το ϕράγµα του Mignotte

[187, 190] L (�j) = O(n3�). Για τον υπολογσιµό της παραγοντοποίησης �0(X) = Qj �j(X)
χρειαζόµαστε O(n) υπολογισµούς µέγιστων κοινών διαιρετών µε πολυώνυµα ϐαθµού O(n2) και
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δυαδικού µήκους O(n3�). Ο υπολογισµός του ΜΚ∆ κοστίζει eOB(n7 �) (Θεωρ. 2.31) και άρα το

συνολικό κόστος είναι eOB(n8 �).
Προκειµένου να αντιστοιχήσουµε κάθε � σε κάποιο �j πρέπει να υπολογίσουµε το πρόση-

µο της αποτίµησης κάθε �j πάνω στα άκρα του διαστήµατος αποµόνωσης. Το πλήθος των �
είναι το πολύ O(n2) συνεπώς τόσο είναι και το πλήθος των άκρων των διαστηµάτων αποµόνω-

σης. Επιπρόσθετα το άκρα έχουν δυαδικό µήκος O(n3 �). Αν deg(�j) = Æj , τότε µπορούµε να

αποτιµήσουµε το �j ταυτόχρονα πάνω σε όλα τα άκρα (των διαστηµάτων αποµόνωσης) µε πολυ-

πλοκότητα eOB(Æj n5 �) (Παρ. 2.2). Εφόσον
P Æj = O(n2) όλες οι αποτιµήσεις επιτυγχάνονται

µε πολυπλοκότητα eOB(n7 �).
Συνεπώς η συνολική πολυπλοκότητα του αλγορίθµου compute_k είναι eOB(n8 �).

Υπολογισµός των λύσεων και ο αλγόριθµος find (Γραµµές 9–11 στον Αλγ. 19)

΄Εχοντας υπολογίσει τους πραγµατικούς αλγεβρικούς αριθµούς που αντιστοιχούν στις X και στιςY συντεταγµένες των λύσεων του συστήµατος (4.1), αυτό που αποµένει είναι να ταιριάξουµε

κατάλληλα. Αυτός ακριβώς είναι ο σκοπός του αλγορίθµου find. ∆έχεται ως είσοδο κάποια

πραγµατική ϱίζα του Rx, η οποία είναι η X συντεταγµένη κάποιας πραγµατικής λύσης του

συστήµατος (4.1) και υπολογίζει την αντίστοιχη Y συντεταγµένη την οποία συµβολίζουµε µε �.

Θα περιγράψουµε αναλυτικά τα ϐήµατα του αλγορίθµου find και την ανάλυση της πολυπλο-

κότητάς του.

Για κάποια ϱίζα � του Rx έχουµε ήδη υπολογίσει τον δείκτη k για τον οποίο ικανοποιούνται οι

υποθέσεις του Θεωρ. 4.15. Συνεπώς µπορούµε να υπολογίσουµε την αντίστοιχη Y συντεταγµένη

ως ϱητή πολυωνυµική παράσταση ως προς �. Αυτή είναιA(�) = �1k srk;k�1(�)
srk(�) = A1(�)A2(�)

Η υπόθεση της γενικής ϑέσης µας εξασφαλίζει ότι υπάρχει ένα µοναδικό �j , που περιέχεται

στο διάνυσµα Py, για το οποίο ισχύει ότι �j = A(�), όπου 1 � j � `. Προκειµένου να υπολογί-

σουµε τον κατάλληλο δείκτη j ϑα χρησιµοποιήσουµε τα ενδιάµεσα σηµεία, τα οποία περιέχονται

στο διάνυσµα I. ∆είτε επίσης την Εξ. (4.3).

Για τον µοναδικό δείκτη j για τον οποίο ισχύει �j = A(�) ϑα ισχύειqj < A(�) = A1(�)A2(�) < qj+1
συνεπώς ο Ϲητούµενος δείκτης j είναι η ϑέση του αριθµού A(�) ανάµεσα στους διατεταγµένους

αριθµούς q0 < � � � < q`. Αυτός ο υπολογισµός επιτυγχάνεται, χρησιµοποιώντας δυαδική ανα-

Ϲήτηση, µε το πολύ O(lg `) = O(lg n) συγκρίσεις του αριθµού A(�) µε τους ϱητούς αριθµούqj . Το τελευταίο όµως είναι ισοδύναµο µε τον υπολογισµό του προσήµου της αποτίµησης του

πολυωνύµου Bj(X) = A1(X) � qj A2(X) πάνω στον αλγεβρικό αριθµό �. ∆ηλαδή αρκεί να

εκτελέσουµε τον αλγόριθµο sign_at(Bj ; �) (Αλγ. 15), το πολύ O(lgn) ϕορές.

΄Οσον αφορά την πολυπλοκότητα του sign_at(Bj ; �), υπενθυµίζουµε ότι το � ορίζεται από ένα

πολυώνυµο µε ϐαθµό O(n2), δυαδικό µήκος O(n�) και ότι το δυαδικό µήκος των άκρων του

διαστήµατος αποµόνωσης είναι O(n3 �). Επίσης L (qj) = O(n3�) και deg(A1) = deg(srk;k�1) =
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Αλγεβρικοί αλγόριθµοι και εφαρµογές στη γεωµετρίαO(n2), deg(A2) = deg(srk) = O(n2), L (A1) = O(n�), L (A2) = O(n�). ΄Αρα deg(Pj) = O(n2)
και L (Pj) = O(n3 �).

Συµπεραίνουµε ότι ο αλγόριθµος sign_at(Pj ; �) και ο find έχει πολυπλοκότητα eOB(n7�).
΄Οσον αφορά την συνολική πολυπλοκότητα του ϐρόγχου (Γραµµές 9-11) παρατηρούµε ότι το

πλήθος των � είναι το πολύ O(n2). Συνεπώς η συνολική πολυπλοκότητα είναι eOB(n9�).
Συνολική πολυπλοκότητα του αλγορίθµου

Συνοψίζουµε τις πολυπλοκότητες των διαφόρων ϐηµάτων του αλγορίθµου.

Οι προβολές στονX και Y άξονα επιτυγχάνονται µε πολυπλοκότητα eOB(n10 �2). Η παραγον-

τοποίηση, του χωρίς τετράγωνα µέρους τουRx και ο υπολογισµός των δεικτών k πραγµατοποιείται

χρησιµοποιώντας το Θεωρ. 4.15 και έχει πολυπλοκότητα eOB(n7 �). Ο ϐρόγχος (Γραµµή 9 στον

Αλγ. 19) έχει πολυπλοκότητα eOB(n9 �), καθώς εκτελείται το πολύ O(n2) ϕορές και κάθε ϐήµα

έχει πολυπλοκότητα το πολύ eOB(n7 �).
Κατά συνέπεια µπορούµε να διατυπώσουµε το παρακάτω ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 4.18 (mrur_solve)

΄Εστω F;G 2 Z[X;Y ℄ τέτοια ώστε να ικανοποιούν την υπόθεση της γενικής ϑέσης, να είναι

σχετικά πρώτα, ο συνολικός ϐαθµός τους να ϕράσσεται από n και µέγιστο δυαδικό µήκος τους

από �. Η πραγµατική επίλυση του συστήµατος F = G = 0 µε τον αλγόριθµο mrur_solve έχει

πολυπλοκότητα eOB(n10�2).
Ταυτόχρονες ανισώσεις µε δύο µεταβλητές

΄Εστω P;Q;A1; : : : ; A`1 ; B1; : : : ; B`2 ; C1; : : : ; C`3 2 Z[X;Y ℄, τα οποία έχουν συνολικό ϐαθµό που

ϕράσσεται από n και δυαδικό µήκος που ϕράσσεται από �. Θέλουµε να υπολογίσουµε το πλήθος

αλλά και τις πραγµατικές ϱίζες, (�; �), του συστήµατος P (X;Y ) = Q(X;Y ) = 0 για τις οποίες

ισχύουν Ai(�; �) > 0, Bj(�; �) < 0 και Ck(�; �) = 0 και 1 � i � `1; 1 � j � `2; 1 � k � `3.
Θεωρούµε ` = `1 + `2 + `3.
Πόρισµα 4.19. Υπάρχει αλγόριθµος ο οποίος επιλύει το πρόβληµα των ταυτόχρονων ανισώσεων

µε πολυπλοκότητα eOB(maxf` n12 �; n14 �g) = eOB(n12 � maxf`; n2g).
Απόδειξη: Αρχικά υπολογίζουµε την αναπαράσταση διαστήµατος αποµόνωσης όλων των πραγ-

µατικών αλγεβρικών αριθµών που αποτελούν λύση του συστήµατος P = Q = 0 σε eOB(n14�)
(Θεωρ. 4.17). Υπάρχουν το πολύ n2 πραγµατικές ϱίζες του συστήµατος. Για κάθε λύση (�; �)
και για κάθε πολυώνυµο Ai, Bj , Ck υπολογίζουµε τα πρόσηµα sign(Ai(�; �)), sign (Bi(�; �))
και sign (Ci(�; �)).

Ο υπολογισµός των προσήµων πραγµατοποιείται σε eOB(n10�) (Θεωρ. 4.16) και στην

χειρότερη περίπτωση πραγµατοποιούµε n2 τέτοιους υπολογισµούς. Συνεπώς το συνολικό

κόστος είναι eOB(maxf` n12 �; n14 �g). ΟΕ∆
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4.3 Σύνοψη – Μελλοντικές επεκτάσεις

Στο παρόν κεφάλαιο παρουσιάσαµε αλγορίθµους για υπολογισµούς µε έναν και δύο πραγµα-

τικούς αλγεβρικούς αριθµούς, για τον υπολογισµό πολυωνυµικών ακολουθιών υπολοίπων για

πολυώνυµα πολλών µεταβλητών και δύο αλγορίθµους για την πραγµατική επίλυση πολυωνυµι-

κών συστηµάτων µε δύο µεταβλητές.

Η άµεση επέκταση των αλγορίθµων που παρουσιάζουµε είναι οι αλγόριθµοι για τις 4 ϐασικές

πράξεις µεταξύ δύο πραγµατικών αλγεβρικών αριθµών. Το πολυώνυµο που ορίζει ένα πραγµατικό

αλγεβρικό αριθµό που είναι το άθροισµα, η διαφορά, το γινόµενο ή το κλάσµα δύο άλλων, µπορεί

να υπολογιστεί µε την ϐοήθεια της επιλύουσας. Ποιά είναι η πολυπλοκότητα των τεσσάρων

ϐασικών πράξεων ;

΄Οσον αφορά την επίλυση πολυωνυµικών συστηµάτων, ϑα πρέπει πρέπει να µελετηθούν οι

τεχνικές λεπτοµέρειες της τυχαίας µετατόπισης που απαιτείται για να εφαρµοστεί ο αλγόριθµος

mrur_solve και να επεκταθεί ο αλγόριθµος σε πολυωνυµικά συστήµατα τριών µεταβλητών.

Τέλος, ϑεωρούµε εξαιρετικά ενδιαφέρον να µελετηθεί η πολυπλοκότητα όλων των αλγορίθµων

που παρουσιάσαµε στον παρόν κεφάλαιο, όταν η αναπαράσταση των πραγµατικών αλγεβρικών

αριθµών είναι µε κωδικοποίηση Thom [58] και χρησιµοποιηθούν ως ϐάση οι αλγόριθµοι του

Canny [44].
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κεφαλαιο 5

Αλγεβρικοί αριθµοί µικρού βαθµού

Οι τέλειοι αριθµοί, όπως και οι

τέλειοι άνθρωποι, είναι πολύ

σπάνιοι.

René Descartes

Περίληψη

Παρουσιάζουµε (ϐέλτιστους) αλγορίθµους για την αποµόνωση και τον υπολογισµό των πολλαπλοτήτων

των πραγµατικών ϱιζών πολυωνύµων και την κατασκευή, σύγκριση και υπολογισµό προσήµων πραγµα-

τικών αλγεβρικών αριθµών όταν ο ϐαθµός είναι � 4. Επίσης επιλύουµε πολυωνυµικά συστηµάτα δύο

µεταβλητών συνολικού ϐαθµού � 2. Η πολυπλοκότητα όλων των αλγορίθµων είναι O(1) ή eOB(� ).
Το σύνολο των αποτελεσµάτων του παρόντος κεφαλαίου είναι πρωτότυπο και µέρη του έχουν παρου-

σιαστεί στις εργασίες [88, 92, 93, 206].

Π
ϱαγµατικοί αλγεβρικοί αριθµοί µικρού ϐαθµού παρουσιάζονται στη σχεδίαση µε υπο-

λογιστή, στη γεωµετρική µοντελοποίηση, στη µη γραµµική υπολογιστική γεωµετρία. Η

ανάπτυξη αποδοτικών ϑεωρητικά και πρακτικά αλγορίθµων για υπολογισµούς µε αλ-

γεβρικούς αριθµούς µικρού ϐαθµού είναι εξέχουσας σηµασίας καθώς τέτοιοι υπολογισµοί εµ-

πλέκονται στα ϐασικά ϐήµατα υπολογισµού της διάταξης επίπεδων αλγεβρικών καµπυλών, στα

Voronoi διαγράµµατα κυρτών αντικειµένων [79, 82, 98, 99, 130, 149, 171] και στις κινητι-

κές δοµές δεδοµένων [123]. Είναι επίσης πολύ σηµαντικοί σε ϐιβλιοθήκες λογισµικού όπως η

core [146], η exacus [18], η esolid [152] και ο επερχόµενος καµπύλος πυρήνας της cgal [96].

Οι πολυωνυµικές εξισώσεις ϐαθµού � 4 µπορούν να λυθούν µε ϱιζικά, η µε άλλα λόγια

επιδέχονται αναλυτικής λύσης. Για αυτή την προσέγγιση ο αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει για

παράδειγµα στον van der Waerden [258]. Οι Kaplan and White [144] παρουσιάζουν µια ενο-

ποιηµένη ϑεωρία επίλυσης των πολυωνύµων ϐαθµού � 4, η οποία ϐασίζεται στους κυκλικούς
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πίνακες. Ωστόσο, ϑέλουµε να αποφύγουµε την αναλυτική προσέγγιση για πολλούς λόγους. Κα-

ταρχάς, ο υπολογισµός των ϱιζικών είναι πολύ ακριβός υπολογιστικά και δεν µπορεί να γίνει

µόνο µε τη χρήση ϱητών αριθµών. Ακόµα κι αν χρησιµοποιήσουµε αριθµούς κινητής υποδιαστο-

λής οι τύποι των ϱιζικών είναι πολύ ασταθείς αριθµητικά, ιδιαίτερα στην περίπτωση πολλαπλών

ϱιζών. ∆εύτερον στην περίπτωση του τρίτου και του τετάρτου ϐαθµού, όταν το πολυώνυµο έχει

πραγµατικές ϱίζες τότε απαιτούνται (πάντοτε) πράξεις µε µιγαδικούς αριθµούς προκειµένου να

τις υπολογίσουµε. Τέλος, ακόµα και αν χρειαζόµαστε µόνο κάποια (κάποιες) από τις ϱίζες του

πολυωνύµου δεν µπορούµε να συνάγουµε τη διάταξη από τους τύπους µε τα ϱιζικά και πρέπει

να υπολογίσουµε όλες τις ϱίζες.

Προκειµένου να αντιµετωπίσουµε όλα τα προηγούµενα προβλήµατα, χρειαζόµαστε αλγορίθ-

µους που να είναι συµβολικοί, που να εµπλέκουν, αν είναι δυνατόν, µόνο τις ϐασικές πράξεις και

να υπολογίζουν και τις πολλαπλότητες των ϱιζών. Για να αποφύγουµε προβλήµατα αριθµητικής

αστάθειας και υπολογισµούς µε αριθµούς κινητής υποδιαστολής, απορρίπτουµε την αναλυτική

επίλυση και αναπαριστούµε τις (πραγµατικές) ϱίζες χρησιµοποιώντας την αναπαράσταση µε διά-

στηµα αποµόνωσης (Ορ. 4.1). Η άµεση προσέγγιση ϑα ήταν να χρησιµοποιήσουµε τους γενικούς

αλγορίθµους που παρουσιάζονται στο Κεφ. 4. Σε αυτή την περίπτωση η δυαδική πολυπλοκότη-

τα της αποµόνωσης των πραγµατικών ϱιζών, ϑα ήταν eOB(� 2) και η αριθµητική O(� ), καθώς ο

αριθµός των ϐηµάτων των αλγορίθµων εξαρτάται από το δυαδικό µήκος των συντελεστών. Στόχος

µας είναι να παρουσιάσουµε αλγορίθµους µε πολυπλοκότηταO(1) ή eOB(� ). ΄Οπως απέδειξε και

ο Lazard [170], στην εργασία του για τις αναγκαίες συνθήκες στους συντελεστές ενός τεταρτο-

ϐάθµιου πολυωνύµου προκειµένου αυτό να είναι πάντοτε ϑετικό, οι γενικού σκοπού αλγόριθµοι

δεν επάγουν πάντοτε ϐέλτιστες λύσεις ή αλγορίθµους για συγκεκριµένα (και πιο περιορισµένα)

προβλήµατα.

Προκειµένου να υπολογίσουµε συµβολικά το πλήθος των πραγµατικών ϱιζών και τις πολλα-

πλότητές τους, µιας πολυωνυµικής εξίσωσης ϐαθµού � 4 ϑεωρούµε τους συντελεστές του πολυω-

νύµου ως παραµέτρους και επεκτείνουµε το σύστηµα διακρινουσών (discrimination system), DS,

το οποίο εισήγαγε ο Yang [273], δείτε επίσης [14, 88, 92, 93, 170, 179, 267, 270], στο σύστηµα

διακρινουσών και αποµόνωσης (isolation and discrimination system), το οποίο συµβολίζουµε ως

IDS. Το IDS είναι ένα σύνολο από πολυωνυµικές εκφράσεις και ανισότητες στους συντελεστές

του πολυωνύµου, οι οποίες αρκούν για να περιγράψουν το πλήθος, τις πολλαπλότητες και την

αναπαράσταση µε διάστηµα αποµόνωσης των πραγµατικών ϱιζών. Για παράδειγµα, στο γνωστό

σε όλους τριώνυµο η διακρίνουσά του αρκεί για να χαρακτηρίσει (και να αποµονώσει) το πλήθος

των πραγµατικών ϱιζών. Υπενθυµίζουµε ότι ο µηδενισµός της διακρίνουσας ενός πολυωνύµου

είναι η ικανή και αναγκαία συνθήκη έτσι ώστε το πολυώνυµο να έχει (µιγαδικές) ϱίζες µε πολλα-

πλότητες, δείτε Εν. 2.2. Για πολυώνυµα µεγαλύτερου ϐαθµού χρειάζονται επιπλέον ποσότητες,

όχι για να ϐεβαιώσουν την ύπαρξη ϱιζών µε πολλαπλότητα αλλά για να υπολογίσουν το πλήθος

και την πολλαπλότητα των ϱιζών· αυτές είναι το σύστηµα διακρινουσών.

Η προσέγγισή που ϑα ακολουθήσουµε υπολογίζει το σύστηµα διακρινουσών χρησιµοποιών-

τας τις προσηµασµένες ακολουθίες υπο-επιλυουσών. Τις διάφορες ποσότητες που εµφανίζονται,

τις εκφράζουµε ως συνάρτηση των αναλλοίωτων (invariant) του πολυωνύµου και ως στοιχεία του

πίνακα Bézout του πολυωνύµου και της παραγώγου του (Εν. 2.2), προκειµένου να ελαχιστοποιή-

σουµε το υπολογιστικό κόστος. Για την αναπαράσταση µε διαστήµατα αποµόνωσης υπολογίζουµε

ϱητούς αριθµούς (σηµεία διαχωρισµού) που διαχωρίζουν τις πραγµατικές ϱίζες, τους οποίους εκ-
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ϕράζουµε ως ϱητές πολυωνυµικές συναρτήσεις των συντελεστών του πολυωνύµου. Τα σηµεία

διαχωρισµού είναι πολύ σηµαντικά καθώς µπορούν να αποτελέσουν αρχικές προσεγγίσεις σε

επαναληπτικές µεθόδους προσέγγισης των ϱιζών και αποτελούν πρόβληµα αυτόνοµου ενδιαφέ-

ϱοντος.

Η κατασκευή αλγεβρικών αριθµών ϐαθµού � 4 σε σταθερό χρόνο µας επιτρέπει να παρου-

σιάσουµε αλγορίθµους, επίσης σταθερού χρόνου, για την σύγκριση, για τον υπολογισµό του

προσήµου αποτίµησης και για την επίλυση πολυωνυµικών συστηµάτων δύο µεταβλητών συνολι-

κού ϐαθµού � 2. Οι παρουσιαζόµενοι αλγόριθµοι είναι ϐέλτιστοι ή σχεδόν ϐέλτιστοι ως προς τον

αλγεβρικό ϐαθµό (algebraic degree) των εξεταζόµενων ποσοτήτων, όπου αλγεβρικός ϐαθµός είναι

ο συνολικός ϐαθµός των εξεταζόµενων (πολυωνυµικών) ποσοτήτων ως προς τους συντελεστές του

πολυωνύµου.

Το γεγονός ότι µπορούµε να αποµονώσουµε τις πραγµατικές ϱίζες πολυωνύµων ϐαθµού µι-

κρότερου ή ίσου του 4 έχοντας υπολογίζει συµβολικά όλες τις απαιτούµενες ποσότητες και το

IDS, µας επιτρέπει να προτείνουµε ειδικούς αλγορίθµους για την απαλοιφή ενός ποσοδείκτη 9x
από κάποια ϕόρµουλα 9x(P ), όπου η P αποτελείται από διαζεύξεις και συζεύξεις πολυωνυµικών

εξισώσεων ϐαθµού � 4 και ανισώσεων οποιουδήποτε ϐαθµού, ϐασιζόµενοι στην προσέγγιση της

εικονικής αντικατάστασης (virtual substitution) [134, 170, 179, 267, 268, 269, 270]

Σε ό,τι ϑα ακολουθήσει ϑα ϑεωρήσουµε ότι η είσοδος είναι οι συντελεστές ενός πολυωνύµου f ,

όπου deg(f) � 4, και όλοι οι αλγόριθµοι που ϑα παρουσιάσουµε εξετάζουν το πρόσηµο κάποιων

πολυωνυµικών ποσοτήτων στους συντελεστές. Από την άποψη της πολυπλοκότητας σκοπός µας

είναι να ελαχιστοποιήσουµε όσο το δυνατόν το συνολικό ϐαθµό των εξεταζόµενων ποσοτήτων και

ή το δυνατόν τις απαιτούµενες πράξεις.

Ιστορική αναδροµή

Η αλγεβρική λύση µιας εξίσωσης ϐαθµού � 4 συνίσταται στον υπολογισµό κάποιων τύπων για τις

ϱίζες, οι οποίοι περιέχουν πεπερασµένο αριθµό ϐασικών πράξεων και ϱιζικών.

Οι πρώτοι που ασχολήθηκαν µε την εύρεση των ϱιζών της πολυωνυµικής εξίσωσης δευτέρου

ϐαθµού ήταν οι Αιγύπτιοι, οι Βαβυλώνιοι και οι Κινέζοι µηχανικοί. ΄Ισως η πρώτη γνωστή λύση

της εξίσωσης να είναι ένα Αιγυπτιακός πάπυρος από την εποχή του Μέσου Βασιλείου, περίπου

2160-1700 π.Χ. Επίσης, σε πινακίδια από πηλό τα οποία χρονολογούνται ανάµεσα στο 1800 π.Χ

και 1600 π.Χ οι αρχαίοι Βαβυλώνιοι παρουσιάζουν πολυωνυµικές εξισώσεις δευτέρου ϐαθµού και

µερικούς απλούς τρόπους επίλυσής τους. Ο Ινδός µαθηµατικός Baudhayana, ο οποίος έγραψε

το Sulba Sutr στην αρχαία Ινδία περίπου τον 8o αιώνα π.Χ, χρησιµοποίησε πρώτος εξισώσεις της

µορφής ax2 =  και ax2 + bx =  και παρουσίασε τρόπους επίλυσής τους.

Βαβυλώνιοι µαθηµατικοί γύρω στο 400 π.Χ και Κινέζοι µαθηµατικοί γύρω στο 200 π.Χ χρησι-

µοποίησαν µεθόδους συµπληρώµατος του τετραγώνου προκειµένου να επιλύσουν πολυωνυµικές

εξισώσεις δευτέρου ϐαθµού µε ϑετικές ϱίζες αλλά δεν παρουσίασαν ένα γενικό τύπο επίλυσης.

Ο Ευκλείδης παρουσίασε µία γενική γεωµετρική µέθοδο γύρω στο 300 π.Χ και ο ∆ιόφαντος στα

Αριθµητικά υπολόγιζε τη µία λύση µιας δευτεροβάθµιας εξίσωσης. Στο ϐιβλίο Bakshali Manu-

script το οποίο γράφτηκε στην Ινδία µεταξύ του 200 π.Χ και του 400 µ.Χ παρουσιάστηκε ένας

γενικός αλγεβρικός τύπος για την επίλυση δευτέρου ϐαθµού εξισώσεων. Ο πρώτος µαθηµατι-

κός που υπολόγιζε αρνητικές λύσεις της εξίσωσης ήταν ο Brahmagupta (Ινδία, 7ος αιώνας). Ο
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Muhammad ibn Musa al-Kwarizmi (Περσία, 9ος αιώνας) ανέπτυξε ένα σύνολο από τύπους οι

οποίοι δίνουν τις ϑετικές ϱίζες. Ο Abraham bar Hiyya Ha-Nasi, γνωστός επίσης και µε το λατινι-

κό του όνοµα Savasorda, εισήγαγε στην Ευρώπη την πλήρη λύση της εξίσωσης µε το ϐιβλίο του

Liber embadorum τον 12o αιώνα.

Ο Shridhara (Ινδία, 9ος αιώνας) ήταν από τους πρώτους µαθηµατικούς που έδωσαν ένα γε-

νικό κανόνα επίλυσης της πολυωνυµικής εξίσωσης δευτέρου ϐαθµού, αλλά τα γραπτά του δεν

διεσώθηκαν. Επίσης ο Viéta ήταν ανάµεσα στους πρώτους που αντικατέστησαν τις γεωµετρικές

µεθόδους µε αλγεβρικές αν και είναι αµφίβολο αν είχε συλλάβει τον γενικό τύπο επίλυσης της

εξίσωσης,

Οι προσπάθειες επίλυσης της κυβικής εξίσωσης ξεκινούν από τα τέλη του 15ου αιώνα. Το

1494 ο Ιταλός µαθηµατικός Luca Pacioli µελετούσε την εξίσωση και εξέφρασε την πεποίθηση ότι

είναι αδύνατον να επιλυθεί. Αυτή η παρατήρηση λειτούργησε ως πρόκληση και αποτέλεσε το άγιο

δισκοπότηρο για την Ιταλική µαθηµατική κοινότητα του 16ου αιώνα.

Ο πρώτος που αντιµετώπισε την πρόκληση ήταν ο Scipione dal Ferro (1465-1526), καθηγητής

µαθηµατικών στον Πανεπιστήµιο της Bologna. Περίπου το 1500 ο dal Ferro ανακάλυψε την

λύση της συµπιεσµένης (depressed) κυβικής εξίσωσης, δηλαδή της κυβικής εξίσωσης χωρίς τον

όρο δευτέρου ϐαθµού. ΄Ενας απλός γραµµικός µετασχηµατισµός ϕέρνει πάντα τη γενική εξίσωση

τρίτου ϐαθµού σε αυτή τη µορφή. Ο del Ferro δεν δηµοσίευσε τα αποτελέσµατά του, πιθανώς

γιατί είχε αµφιβολίες για την ορθότητά τους. Αν η λύση του ήταν λανθασµένη τότε ϑα έθετε σε

σοβαρό κίνδυνο την πανεπιστηµιακή του ϑέση. Ωστόσο, την κοινοποίησε στον ανιψιό και µαθητή

του Antonio Maria Fior.

Ο Fior δεν ήταν καλός στο να κρατάει µυστικά και έτσι διάφορες ϕήµες κυκλοφορούσαν στην

Bologna, οι οποίες συνέκλιναν στο ότι η κυβική εξίσωση είχε επιλυθεί. Ορµώµενος από τις ϕήµες

ο Nicolo of Brescia, γνωστός ως Tartaglia (αυτός που τραυλίζει) έλυσε µια ειδική περίπτωση της

κυβικής εξίσωσης, την x3+mx2 = n και δεν το κράτησε κρυφό ! Ο Fior προκάλεσε τον Tartaglia

σε ένα δηµόσιο διαγωνισµό. Ο καθένας ϑα έδινε στον άλλο 30 προβλήµατα και ϑα είχαν στη

διάθεσή τους 40 ή 50 µέρες να τα λύσουν. Νικητής ϑα ήταν αυτός που έλυνε τα περισσότερα

προβλήµατα και υπήρχαν και µικρά ϐραβεία για κάθε πρόβληµα ξεχωριστά. Φυσικά ο Fior έθεσε

ως ένα από τα προβλήµατα την συµπιεσµένη κυβική εξίσωση. Ο Tartaglia έλυσε σε λιγότερο από

µία µέρα όλα τα προβλήµατα εκτός από την κυβική εξίσωση. Λίγο πριν εκπνεύσει η προθεσµία

έλυσε και το τελευταίο πρόβληµα.

Τα νέα της νίκης του Tartaglia έφτασαν στον Gerolamo Cardano από το Μιλάνο, ο οποίος

εντυπωσιάστηκε από τη λύση της εξίσωσης. ΄Εγραψε δε πολλές ϕορές στον Tartaglia και τελικά

τον έπεισε να τον επισκεφτεί το 1539. Στη συνάντησή τους κατάφερε να πείσει τον Tartaglia

να του αποκαλύψει τη λύση της κυβικής εξίσωσης, ορκίστηκε όµως να µην αποκαλύψει πριν ο

Tartaglia τη δηµοσιεύσει. Το 1543 ο Cardano µε τον µαθητή του Ludovico Ferrari κοιτάζοντας

τα χαρτιά του del Ferro ανακάλυψε ότι η λύση του Tartaglia ήταν η ίδια µε αυτή του del Ferro

και ϑεώρησε ότι µπορούσε να σπάσει τον όρκο του. Τελικά, δηµοσίευσε τη λύση του πολυωνύµου

τρίτου (και τετάρτου) ϐαθµού στην εργασία του Ars Magna (Μεγάλη Τέχνη) το 1545, που είναι η

πρώτη εργασία άλγεβρας στα λατινικά, δίνοντας τα εύσηµα µόνο στον del Ferro και στον εαυτό

του.

Μετά την αποκάλυψη από τον Tartaglia στον Cardano της λύσης της κυβικής εξίσωσης ο

τελευταίος παρότρυνε τον µαθητή του Lodovico Ferrari να ασχοληθεί µε την επίλυση της εξίσωσης
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τετάρτου ϐαθµού. Ο Ferrari τα κατάφερε και έδωσε ίσως την πιο κοµψή από όλες τις γνωστές

λύσεις. Ωστόσο, ο Cardano έκλεψε τη λύση και τη δηµοσίευσε στο Ars Magna, λέγοντας ότι

Ferrari ανακάλυψε τη λύση µετά από αίτηµά του (‘[Ferrari] invented it at my request’).

Αργότερα αποδείχτηκε από τον Niels Henrik Abel και τον Evariste Galois ότι η τετάρτου

ϐάθµου εξίσωση είναι το σύνορο. ∆ηλαδή ότι δεν µπορούµε να εκφράσουµε τις ϱίζες οποιονδήποτε

πολυωνύµων ϐαθµού µεγαλύτερου από 4 µε τύπους που περιέχουν πεπερασµένο αριθµό ϐασικών

πράξεων και ϱιζικά.

Περισσότερα ιστορικά στοιχεία παρουσιάζονται στην ιστοσελίδα του BBC1, στην ιστοσελίδα

mathworld2 του Eric W. Weisstein και στις εργασίες των Dunham [78] και Boyer [32]. Αυτές οι

αναφορές αποτέλεσαν και τις πηγές της σύντοµης ιστορικής ανασκόπησης που παρουσιάσαµε.

5.1 Πολυώνυµα αποµόνωσης και πραγµατικές ϱίζες

Από το ϑεώρηµα του Rolle µπορούµε εύκολα να συνάγουµε ότι ανάµεσα σε δύο πραγµατικές

ϱίζες ενός πολυωνύµου παρεµβάλεται τουλάχιστον µία ϱίζα της παραγώγου, δείτε για παράδειγµα

[187, 190, 275]. Ωστόσο, µπορούµε να υπολογίσουµε και άλλα πολυώνυµα µε αυτή την ιδιότητα.

Η παρακάτω πρόταση, η οποία οφείλεται στους Sederberg and Chang [242], και η οποία γενικεύει

ένα ϑεώρηµα του de Gua [187, 190] µας παρέχει µια τέτοια δυνατότητα.

Πρόταση 5.1. ΄Εστω f(X) 2 R[X ℄, δύο συνεχόµενες πραγµατικές ϱίζες του 1; 2 και δύο άλλα

(οποιαδήποτε) πολυώνυµα B(X); C(X) 2 R[X ℄. Θεωρούµε το πολυώνυµοA(X) := B(X)f 0(X) + C(X)f(X) (5.1)

όπου A 2 R[X ℄ και f 0 η παράγωγος του f . Τουλάχιστον ένα από τα A(X) και B(X) έχει τουλά-

χιστον µία πραγµατική ϱίζα στο κλειστό διάστηµα [1; 2℄. Επιπρόσθετα είναι πάντοτε δυνατόν να

έχουµε deg(A) + deg(B) � deg(f) � 1.

Τα A(X) και B(X) ονοµάζονται πολυώνυµα αποµόνωσης (isolating polynomials).

Απόδειξη: Αν A(1) = 0 ή A(2) = 0 ή B(1) = 0 ή B(2) = 0 η πρόταση ισχύει. Ας

υποθέσουµε ότι οι 1 και 2 δεν είναι ϱίζες ούτε του A(X) ούτε του B(X).
Εφόσον f(1) = 0, η (5.1) γίνεταιA(1) = B(1)f 0(1)) sign(f 0(1)) = sign(A(1)B(1)) (5.2)

Εφόσον f(2) = 0, η (5.1) γίνεταιA(2) = B(2)f 0(2)) sign(f 0(2)) = sign(A(2)B(2)) (5.3)

Από το ϑεώρηµα του Rolle ανάµεσα σε δύο πραγµατικές ϱίζες του f υπάρχει τουλάχιστον µία

ϱίζα του f 0 και από το ϑεώρηµα του Bolzano έχουµε ότι sign(f 0(1)) sign(f 0(2)) < 0 Συνεπώς,

συνδυάζοντας τις (5.2) και (5.3) έχουµε ότιsign(A(1)B(1)) � sign(A(2)B(2)) < 0
1http://www.bbc.co.uk/dna/h2g2/A2982567
2http://mathworld.wolfram.com/
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Από το ϑεώρηµα του Bolzano η συνάρτηση A(X)B(X) έχει τουλάχιστον µία πραγµατική ϱίζα

στο (1; 2) και η πρόταση αποδείχτηκε. ΟΕ∆

Η Πρότ. 5.1 αν και απλή είναι πολύ ισχυρή. Παρατηρήστε ότι στην (5.1) µπορούµε να

ϑεωρήσουµε ότι τα B(X) και C(X) είναι οι συντελεστές B’ezout στην ακολουθία πολυωνύµων

που παράγεται από τον Ευκλείδιο αλγόριθµο των f και f 0. Βασιζόµενοι (και) σε αυτή την ιδιότητα

οι Ben-Or et al. [16] απέδειξαν ότι αν ένα πολυώνυµο έχει µόνο πραγµατικές ϱίζες τότε αφενός

οι πραγµατικές ϱίζες της ακολουθίας πηλίκων, του πολυωνύµου και της παραγώγου του, τις

αποµονώνουν και αφετέρου µία από αυτές τις χωρίζει σε δύο σχεδόν ισοµεγέθη σύνολα.

Επίσης, όταν το πολυώνυµο έχει µόνο πραγµατικές ϱίζες τότε ισχύει το ακόλουθο ϑεώρηµα

το οποίο οφείλεται στον Netwon [275].

Θεώρηµα 5.2

Αν το πολυώνυµο f = anXn+ �n1�an�1Xn�1+ � � �+ � nn�1�a1X +a0 έχει n πραγµατικές ϱίζες τότεa2i � ai�1ai+1, 1 � i � n� 1.

5.2 Πραγµατική επίλυση

Μπορούµε τώρα να εξετάσουµε τα πολυώνυµα ϐαθµού � 4. Στόχος µας είναι να χαρακτη-

ϱίσουµε, µε συµβολικό τρόπο, τις πραγµατικές τους ϱίζες (πλήθος και πολλαπλότητες), να τις

αποµονώσουµε και τελικά να υπολογίσουµε το σύστηµα διακρινουσών και αποµόνωσης.

Το δευτεροβάθµιο πολυώνυµο

Θεωρούµε το δευτεροβάθµιο πολυώνυµο (quadratic), ή τριώνυµο, f 2 Z[X℄, µε a2 > 0f(X) = a2X2 + a1X + a0 (5.4)

Οι (µιγαδικές) λύσεις του (5.4) είναι �a1 �p�2a2
όπου � = disc(f) = a21� 4a2a0 είναι διακρίνουσα του f . Το πρόσηµο της διακρίνουσας παρέχει

όλες τις πληροφορίες που χρειαζόµαστε προκειµένου να χαρακτηρίσουµε και να αποµονώσουµε

τις πραγµατικές ϱίζες του f , όπως δείχνει και το ακόλουθο λήµµα:

Λήµµα 5.3. ΄Εστω f(X) = a2X2 + a1X + a0 2 R[X ℄. Αν � = 0 τότε το f έχει µία διπλή ϱίζα,

την � a12 a2 . Αν � > 0 τότε ο αριθµός � a12 a2 διαχωρίζει τις δύο πραγµατικές ϱίζες του f .

Απόδειξη: Αν � = 0 η απόδειξη είναι προφανής και ϐασίζεται στην τεχνική της συµπλήρωσης

του τετραγώνου.

Αν � > 0 τότε το f έχει δύο διαφορετικές πραγµατικές ϱίζες. Παρατηρούµε ότι η παράγωγοςf 0 = 2a2X + a1 έχει ϱίζα το � a12 a2 , και σύµφωνα µε το ϑεώρηµα του Rolle είναι ανάµεσα στις

ϱίζες του f . Η περίπτωση αυτή παρουσιάζεται στο Σχ. 5.1. ΟΕ∆
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� a12 a2
Σχήµα 5.1: Αποµόνωση των ϱιζών του δευτεροβάθµιου πολυωνύµου

Η τετµηµένη του ακρότατου αποµονώνει τις πραγµατικές ϱίζες ενός πολυωνύµου f = a2X2 +a1X + a0 για οποίο ισχύει � > 0.

Συνεπώς µπορούµε να διατυπώσουµε την ακόλουθη πρόταση

Πρόταση 5.4. Το IDS του δευτεροβάθµιου πολυωνύµου (5.4) είναι(1) � < 0 fg(2) � = 0 f2g 1 = � a12a2(3) � > 0 f1; 1g 1 �= [f; (�1;� a12a2 )℄2 �= [f; (� a12a2 ;+1)℄
Σηµείωση 5.5 (Πως διαβάζουµε το IDS). Η πρώτη στήλη περιέχει την απαρίθµηση των περι-

πτώσεων. Η δεύτερη στήλη περιέχει τις πολυωνυµικές ανισότητες που ισχύουν. Η τρίτη στήλη

περιέχει τις πολλαπλότητες και το πλήθος των πραγµατικών ϱιζών και η τελευταία στήλη την

αναπαράσταση µε διάστηµα αποµόνωσης. Ο συµβολισµός f2g σηµαίνει ότι έχουµε µία διπλή

ϱίζα και ο f1; 1g ότι έχουµε δύο διαφορετικές πραγµατικές ϱίζες πολλαπλότητας 1.

Για παράδειγµα αν ένα (δευτεροβάθµιο) πολυώνυµο, όπως στην (5.4), είναι τύπου (2) τότε

ισχύει � = 0, έχει µία διπλή ϱίζα, η οποία είναι ο αριθµός � a12a2 .

Το τριτοβάθµιο πολυώνυµο

Θεωρούµε το κυβικό πολυώνυµο (cubic) f 2 Z[X℄, όπου a3 > 0,f = a3X3 + a2X2 + a1X + a0 (5.5)

του οποίου οι µιγαδικές λύσεις είναι1 = � a23a3 + (S + T )2 = � a23a3 � 12(S + T ) + 12 ip3(S � T )3 = � a23a3 � 12(S + T )� 12 ip3(S � T ) (5.6)
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� 2a23a3
� W2�2

Σχήµα 5.2: Αποµόνωση των ϱιζών του τριτοβάθµιου πολυωνύµου

Η ευθεία η οποία ενώνει τα δύο ακρότατα ενός κυβικού πολυωνύµου f = a3X3+a2X2+a1X+a0
και για οποίο ισχύει �1 > 0 ^ P > 0.

όπου S = 3qR+pR2 +Q3; T = 3qR�pR2 +Q3; Q = �2a23 ; R = ��12a33
Χρειαζόµαστε να ορίσουµε τις ακόλουθες ποσότητες�2 = a22 � 3 a3 a1 �3 = a21 � 3 a2 a0W = a2 a1 � 9 a3 a0 P = 2 a2�2 � 3 3W (5.7)

οι οποίες είναι είτε αναλλοίωτες του κυβικού πολυωνύµου [62] είτε στοιχεία του πίνακα Bézout

του f και του f 0. Η διακρίνουσα του κυβικού πολυωνύµου είναι :�1 = disc(f) =W 2 � 4�2�3 (5.8)

Από τις σχέσεις (5.6) είναι εµφανές ότι απαιτούνται πράξεις µε µιγαδικούς αριθµούς προκει-

µένου να υπολογίζουµε µε ϱιζικά τις (πραγµατικές) ϱίζες της (5.5).

Προκειµένου να υπολογίσουµε το σύστηµα διακρινουσών του πολυωνύµου τρίτου ϐαθµού

ϑεωρούµε την (προσηµασµένη) ακολουθία υπο-επιλυουσών του f και του f 0, SR(f; f 0) (Εν. 2.3).

Υπολογίζουµε την ακολουθία συµβολικά και είµαστε ϐέβαιοι ότι για οποιαδήποτε ανάθεση τιµών

στις παραµέτρους, µε τον περιορισµό a3 6= 0, η ακολουθία ϑα είναι νόµιµη. Η ακολουθία

SR(f; f 0) είναι

SR(f; f 0) = 8>>><>>>: SR3(X) = f(X)
SR2(X) = f 0(X)
SR1(X) = 2�2X +W
SR0(X) = �3�1 (5.9)
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όπου οι συντελεστές των πολυωνύµων της ακολουθίας παρουσιάζονται µε τη ϐοήθεια των ποσο-

τήτων των (5.7) και (5.8).

Αν ϑεωρήσουµε τη γραφική παράσταση ενός κυβικού πολυωνύµου f , µε τρεις πραγµατικές

ϱίζες, τότε ισχύει το παρακάτω (γεωµετρικό) λήµµα:

Λήµµα 5.6. ΄Εστω κυβικό πολυώνυµο f όπως στην (5.5), µε τρεις πραγµατικές ϱίζες. Το µέγιστο,

το ελάχιστο και το σηµείο καµπής της γραφικής παράστασης του f είναι συνευθειακά. Η ευθεία

που ενώνει τα τρία αυτά σηµεία ονοµάζεται ευθεία αποµόνωσης του κυβικού πολυωνύµου (isolating

line).

Απόδειξη: Οι τετµηµένες των ακρότατων του f υπολογίζονται αν επιλύσουµε την εξίσωσηf 0(X) = 0. Συνεπώς τα ακρότατα του f είναι τα σηµεία p1 = (w1; f(w1)) και p2 = (w2; f(w2))
όπου w1;2 = �a2 �p�23 a3
Θεωρούµε την ευθεία που διέρχεται από τα p1 και p2, η εξίσωση της οποίας είναιY = kX + l; όπου k = �2�2a3 και l = �Wa3 (5.10)

Η τετµηµένη του σηµείου καµπής της f προκύπτει από τη λύση της f 00(X) = 3a3X + a2 = 0
και άρα το σηµείο καµπής είναι το

��2a23a3 ; f(�2a23a3 )�. Με αντικατάσταση αποδεικνύουµε

ότι η ευθεία αποµόνωσης διέρχεται από το σηµείο καµπής και η απόδειξη του λήµµατος

ολοκληρώνεται. ΟΕ∆

Στο Σχ. 5.2 παρουσιάζεται η ευθεία αποµόνωσης ενός κυβικού πολυωνύµου µε τρεις πραγ-

µατικές ϱίζες. Μπορούµε τώρα να παρουσιάσουµε το συστήµα διακρινουσών και αποµόνωσης.
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Πρόταση 5.7. Το IDS του κυβικού πολυωνύµου (5.5) είναι(1) �1 < 0 ^ P = 0 f1; 1; 1g 1 �= �h; (�1;�2a23a3 )�2 = �2a23a33 �= �h; (�2a23a3 ;+1)�(2) �1 < 0 ^ P < 0 f1; 1; 1g 1 �= �f; (�1;� W2�2 )�2 �= �f; (� W2�2 ;� a23a3 )�3 �= �f; (�2a23a3 ;+1)�(3) �1 < 0 ^ P > 0 f1; 1; 1g 1 �= �f; (�1;� a23a3 )�2 �= �f; (� a23a3 ;� W2�2 )�3 �= �f; (� W2�2 ;+1)�(4) �1 > 0 ^ a0 = 0 f1g 1 = 0(5) �1 > 0 ^ a0 < 0 f1g 1 �= (f; (0;+1))(6) �1 > 0 ^ a0 > 0 f1g 1 �= (f; (�1; 0))(7) �1 = 0 ^�2 6= 0 f1; 2g 1 = minn�W2�2 ; �a2�2+a3Wa3�2 o2 = maxn�W2�2 ; �a2�2+a3Wa3�2 o(8) �1 = 0 ^�2 = 0 f3g 1 = �2a23a3
όπου h = 9a23X2 + 12a2a3X + 4a22 + 9a3a1.

Απόδειξη: Θα εξετάσουµε τι συµβαίνει σε κάθε περίπτωση του IDS.

Η ποσότητα VAR(SR(f ; �1)) � VAR(SR(f ; +1)) σύµφωνα µε το Πορ. 2.27 µας δίνει το

πλήθος των πραγµατικών ϱιζών της f . Επίσης το πρόσηµο της αποτίµησης του SRj στο �1
υπολογίζεται ως sign(limX!�1 SRj(X)).

∆ιακρίνουµε τις παρακάτω περιπτώσεις :

• Το f είναι τύπου (1) ή (2) ή (3). Ισχύει ότιV� = VAR(SR(f ; �1)) = VAR(�;+;�;+) = 3V+ = VAR(SR(f ; +1)) = VAR(+;+;+;+) = 0
και συνεπώς V� � V+ = 3 � 0 = 4, οπότε το f έχει 3 πραγµατικές ϱίζες (Πορ. 2.27) που

είναι ο µέγιστος αριθµός ϱιζών που µπορεί να έχει και άρα είναι απλές, δηλαδή f1; 1; 1g.
Παρατηρούµε ότι για την τετµηµένη του σηµείου καµπής ισχύει ότιsign�f(�2a23a3 )� = sign(2a2�2 � 3a3W ) = sign(P )
Αν το f είναι τύπου (1) τότε sign�f(�2a23a3 )� = sign(P ) = 0 και γνωρίζουµε τη µία ϱίζα

ακριβώς· συνεπώς f = (X + 2a23a3 )h. Αναπαριστούµε τις άλλες δύο ϱίζες χρησιµοποιώντας

το δευτεροβάθµιο πολυώνυµο h και το �2a23a3 ως σηµείο διαχωρισµού τους.
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Αν το f είναι τύπου (2) ή (3) τότε ϑεωρούµε την ευθεία αποµόνωσης (Ληµ. 5.6). Αντικαθι-

στώντας στην (5.10) Y = 0, παρατηρούµε ότι η ευθεία αποµόνωσης τέµνει τον X άξονα στο

σηµείο
�� W2�2 ; 0�. Επειδή το f έχει µόνο πραγµατικές ϱίζες ισχύει �2 > 0 3 (Θεωρ. 5.2).

Η τετµηµένη του σηµείου καµπής, �2233 , ϐρίσκεται ανάµεσα στις ϱίζες καθώς αποτελεί τον

αριθµητικό τους µέσο. Υποθέτουµε ότι sign�f(�2233 )� = P > 0. Τότε υπάρχει µία ϱίζα

του f αριστερά του �2233 και δύο δεξιά (Σχ. 5.2). Παρατηρούµε ότι� a23a3 < � W2�2 () P > 0
Λόγω του γεγονότος ότι η f είναι κυρτή δεξιά από το σηµείο καµπής, η ευθεία αποµόνωσης

κόβει τον X άξονα µετά τη δεύτερη ϱίζα και πριν την τρίτη. Κατά συνέπεια οι �2233 και� W2�2 διαχωρίζουν τις ϱίζες του f . Η περίπτωση P < 0 είναι όµοια και ισχύει � a23a3 >� W2�2 .

Παρατηρούµε ότι το � W2�2 δεν µπορεί να είναι ϱίζα της f καθώς ισχύειsign�f(� W2�2℄ )� = sign(P ��1) 6= 0
• Η f είναι τύπου (4) ή (5) ή (6). Ισχύει ότιV� = VAR(SR(f ; �1)) = VAR(�;+;� _ 0;�) = 2V+ = VAR(SR(f ; +1)) = VAR(+;+;� _ 0;�) = 1

και συνεπώς V��V+ = 2�1 = 0, οπότε το f έχει 1 πραγµατική ϱίζα (Πορ. 2.27). Εφόσον

δεν µηδενίζεται κάποιο psci, i 2 f0; 1g η ϱίζα έχει πολλαπλότητα 1 (Θεωρ. 2.20). Η ϱίζα

είναι αρνητική, ϑετική ή µηδέν ανάλογα µε το πρόσηµο του a0.
• Η f είναι τύπου (7). Ισχύει ότιV� = VAR(SR(f ; �1)) = VAR(�;+;�; 0) = 2V+ = VAR(SR(f ; +1)) = VAR(+;+;+; 0) = 0

και συνεπώς V� � V+ = 2 � 0 = 2, οπότε το f έχει 2 πραγµατικές ϱίζες (Πορ. 2.27).

Παρατηρούµε ότι από το Θεωρ. 5.2 συνάγουµε ότι �2 � 0.

Από τις ιδιότητες των υπο-επιλυουσών (Θεωρ. 2.20) εφόσον SR0 = psc0 = 0 τότε

gcd(f; f 0) = SR1. Οπότε η µία ϱίζα, αυτή µε πολλαπλότητα 2, είναι η λύση της εξί-

σωσης SR1 = 0, δηλαδή η � W2�2 . Η απλή ϱίζα είναι η �a2�2+a3Wa3�2 .

• Η f είναι τύπου (8). Ισχύει ότιV� = VAR(SR(f ; �1)) = VAR(�;+; 0; 0) = 1V+ = VAR(SR(f ; +1)) = VAR(+;+; 0; 0) = 0
και συνεπώς V� � V+ = 1� 0 = 1, οπότε το f έχει 1 πραγµατική ϱίζα (Πορ. 2.27).
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Από τις ιδιότητες των υπο-επιλυουσών (Θεωρ. 2.20) εφόσον SR0 = psc0 = psc1 = 0 τότε

gcd(f; f 0) = SR2. Η ϱίζα έχει πολλαπλότητα 3 και υπολογίζεται ως η διπλή ϱίζα του

SR2 = f 0.
Εφόσον έχουµε ϑεωρήσει όλους τους δυνατούς συνδυασµούς προσήµων των psc, η πρόταση

αποδείχτηκε. ΟΕ∆

Το τεταρτοβάθµιο πολυώνυµο

Θεωρούµε το τεταρτοβάθµιο πολυώνυµο (quartic) f 2 Z[X℄, όπου a > 0.f(X) = aX4 � 4 bX3 + 6 X2 � 4 dX + e (5.11)

Προκειµένου να υπολογίζουµε τις ϱίζες του f µε τη χρήση ϱιζικών εφαρµόζουµε τον µετασχη-

µατισµό X 7! X+ ba και στη συνέχεια διαιρούµε µε τον µεγιστοβάθµιο όρο, οπότε προκύπτει ένα

πολυώνυµο της µορφής g = x4 + px2 + qx+ r του οποίου οι λύσεις δίνονται από τους τύπους12 �p�+p� +p� 12 ��p�+p� �p�12 �p��p� �p� 12 ��p��p� +p�
όπου τα �; � και  είναι οι τρεις ϱίζες της κυβικής εξίσωσηςy3 + 2py2 + (p2 � 3r)y � d2
η οποία ονοµάζεται διαλυτική (resolvent cubic).

Καταρχάς ϑα παρουσιάσουµε κάποιες από τις αναλλοίωτες (invariants) του πολυωνύµου τε-

τάρτου ϐαθµού. Για περισσότερες λεπτοµέρειες σχετικά µε τις αναλλοίωτες ο αναγνώστης µπορεί

να ανατρέξει στους Sturmfels [250] και Salmon [236] και ειδικά για το πολυώνυµο τετάρτου

ϐαθµού στις εργασίες του Cremona [61, 62]. Θεωρούµε τις ϱητές αναλλοίωτες του f , δηλαδή

τις αναλλοίωτες κάτω από πίνακες µετασχηµατισµών που ανήκουν στον χώρο GL(2;Q). Αυτές

οι αναλλοίωτες σχηµατίζουν ένα ϐαθµωτό δακτύλιο (graded ring) [62], του οποίου οι γεννήτορες,

ϐαθµών 2 και 3 αντίστοιχα, είναιH = W3 + 3�3 = ae� 4bd+ 32G = �dW1 � e�2 � �3 = ae+ 2bd� ad2 � eb2 � 3 (5.12)

Τα H και G είναι αλγεβρικά (πολυωνυµικά) ανεξάρτητα. Κάθε άλλη αναλλοίωτη είναι ένα

ισοβαρές πολυώνυµο στα H και G, δηλαδή είναι οµογενές στους συντελεστές του f . Η πιο

σηµαντική και γνωστή αναλλοίωτη είναι�1 = disc(f) = H3 � 27G2 (5.13)

η οποία είναι η διακρίνουσα (discriminant) του f . Οι ηµι-αναλλοίωτες (seminvariants) του f
είναι τα H;G και �2 = b2 � a R = aW1 + 2 b�2 = 2b3 + a2d+�3abQ = 12�22 � a2H = 9a22 � 24ab2 + 12b4 � ea3 + 4a2db (5.14)
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Επίσης χρειαζόµαστε και τις ακόλουθες ποσότητες οι οποίες δεν είναι αναλλοίωτες αλλά στοι-

χεία του πίνακα Bézout του f και του f 0.�3 = 2 � b d W1 = a d� b  T1 = �9W 21 + 27�2�3 � 3W3�2�4 = d2 �  e W2 = b e�  d T2 = 3HW1 � 9 bGW3 = a e� b d (5.15)

Ισχύει η ακόλουθη πρόταση [92, 273]

Πρόταση 5.8. ΄Εστω f(X) όπως στην (5.11). Το σύστηµα διακρινουσών είναι :(1) �1 > 0 ^ T1 > 0 ^�2 > 0 f1; 1; 1; 1g(2) �1 > 0 ^ (T1 � 0 _�2 � 0) fg(3) �1 < 0 f1; 1g(4) �1 = 0 ^ T1 > 0 f2; 1; 1g(5) �1 = 0 ^ T1 < 0 f2g(6) �1 = 0 ^ T1 = 0 ^�2 > 0 ^R = 0 f2; 2g(7) �1 = 0 ^ T1 = 0 ^�2 > 0 ^R 6= 0 f3; 1g(8) �1 = 0 ^ T1 = 0 ^�2 < 0 fg(9) �1 = 0 ^ T1 = 0 ^�2 = 0 f4g
Σηµείωση 5.9. Ο Yang [273] έχει ένα µικρό τυπογραφικό λάθος στον ορισµό του T1. Επίσης

το σύστηµα διακρινουσών είναι νόµιµο για f 2 R[X ℄.
Προκειµένου να υπολογίσουµε το σύστηµα διακρινουσών του πολυωνύµου τετάρτου ϐαθµού

ϑεωρούµε την (προσηµασµένη) ακολουθία υπο-επιλυουσών του f και του f 0, SR(f; f 0) (Παρ. 2.3).

Μπορούµε να υπολογίσουµε την ακολουθία συµβολικά και είµαστε ϐέβαιοι ότι για οποιαδήποτε

ανάθεση τιµών στις παραµέτρους, µε τον περιορισµό a 6= 0, η ακολουθία ϑα είναι νόµιµη. Η

ακολουθία SR(f; f 0) είναι

SR(f; f 0) =8>>>>><>>>>>: SR4(X) = f(X)
SR3(X) = f 0(X)
SR2(X) = 3�2X2 + 3W1X �W3
SR1(X) = T1X + T2
SR0(X) = �1 (5.16)

όπου τους συντελεστές των πολυωνύµων της ακολουθίας παρουσιάζονται µε τη ϐοήθεια των πο-

σοτήτων των (5.13), (5.14) και (5.15). Προκειµένου να υπολογίσουµε το πλήθος και τις πολλα-

πλότητες των πραγµατικών ϱιζών του f αποτιµούµε την SR(f; f 0) στο �1 και χρησιµοποιούµε

το Πορ. 2.27. Ιδιαίτερη προσοχή χρειάζεται στην περίπτωση ύπαρξης πολλαπλών ϱιζών. Γι΄ αυτή

την περίπτωση ϑα χρησιµοποιήσουµε το Θεωρ. 2.20.

Αν και το σύστηµα διακρινουσών του τετάρτου ϐαθµού πολυωνύµου είναι γνωστό, αριθµοί

που αποµονώνουν τις πραγµατικές του ϱίζες δεν είναι και τόσο εύκολο να υπολογιστούν. Ας

δούµε αναλυτικά τι συµβαίνει σε όλες τις περιπτώσεις της Πρότ. 5.8, όµοια µε την απόδειξη του

IDS του κυβικού πολυωνύµου.
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(1) f1; 1; 1; 1g. Ισχύει ότιV� = VAR(SR(f ; �1)) = VAR(+;�;+;�;+) = 4V+ = VAR(SR(f ; +1)) = VAR(+;+;+;+;+) = 0
και συνεπώς V� � V+ = 4� 0 = 4, οπότε το f έχει 4 πραγµατικές ϱίζες (Πορ. 2.27).

Τα σηµεία διαχωρισµού ϑα τα εξετάσουµε στη συνέχεια.

(2) fg Ισχύει ότι V� = VAR(SR(f ; �1)) = VAR(+;�;� _ 0;+ _ 0;+) = 2V+ = VAR(SR(f ; +1)) = VAR(+;+;� _ 0;� _ 0;+) = 2
και συνεπώς V� � V+ = 2� 2 = 0, οπότε το f δεν έχει πραγµατικές ϱίζες (Πορ. 2.27).

(3) f1; 1g Ισχύει ότι V� = VAR(SR(f ; �1)) = VAR(+;�;� _ 0;� _ 0;�) = 3V+ = VAR(SR(f ; +1)) = VAR(+;+;� _ 0;� _ 0;�) = 1
και συνεπώς V� � V+ = 3 � 1 = 2, οπότε το f έχει πραγµατικές ϱίζες (Πορ. 2.27). Παρατη-

ϱούµε ότι η περίπτωσηV� = VAR(SR(f ; �1)) = VAR(+;�;�;�;�) = 1V+ = VAR(SR(f ; +1)) = VAR(+;+;�;+;�) = 3
δεν µπορεί να συµβεί καθώς δίνει αποτέλεσµα V� � V+ = 1� 3 = �2!

Τα σηµεία διαχωρισµού καλύπτονται από την περίπτωση (1).

(4) f2; 1; 1g Ισχύει ότι V� = VAR(SR(f ; �1)) = VAR(+;�;+;�; 0) = 3V+ = VAR(SR(f ; +1)) = VAR(+;+;+;+; 0) = 0
και συνεπώς V� � V+ = 3� 0 = 3, οπότε το f έχει 3 πραγµατικές ϱίζες (Πορ. 2.27).

Από τις ιδιότητες των υπο-επιλυουσών (Θεωρ. 2.20) εφόσον SR0 = psc0 = ��1 = 0 τότε

gcd(f; f 0) = SR1. Οπότε η ϱίζα του SR1 είναι ϱίζα του f (πολλαπλότητας 2) και του f 0
(πολλαπλότητας 1) και έχει τιµή �T2T1 . Μπορούµε να διαιρέσουµε το f µε (SR1)2 και το

πηλίκο της διαίρεσης είναι ένα δευτεροβάθµιο πολυώνυµο το οποίο ορίζει τις άλλες δύο ϱίζες.

(5) f2g Ισχύει ότι V� = VAR(SR(f ; �1)) = VAR(+;�;�;+; 0) = 2V+ = VAR(SR(f ; +1)) = VAR(+;+;�;�; 0) = 1
και συνεπώς V� � V+ = 2� 1 = 1, οπότε το f έχει 1 πραγµατική ϱίζα (Πορ. 2.27).

Από τις ιδιότητες των υπο-επιλυουσών (Θεωρ. 2.20) εφόσον SR0 = psc0 = ��1 = 0 τό-

τε gcd(f; f 0) = SR1. Συνεπώς η διπλή ϱίζα έχει τιµή �T2T1 , όπως και στην προηγούµενη

περίπτωση.
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(6) f2; 2g Ισχύει ότι V� = VAR(SR(f ; �1)) = VAR(+;�;+; 0; 0) = 2V+ = VAR(SR(f ; +1)) = VAR(+;+;+; 0; 0) = 0
και συνεπώς V� � V+ = 2� 0 = 2, οπότε το f έχει 2 πραγµατικές ϱίζες (Πορ. 2.27).

Από τις ιδιότητες των υπο-επιλυουσών (Θεωρ. 2.20) εφόσον SR0 = psc0 = psc1 = 0 τότε

gcd(f; f 0) = SR2. Η συνθήκη R = 0 µας εξασφαλίζει ότι το SR2 έχει δύο διαφορετικές ϱίζες.

Εκφράζουµε τις ϱίζες ως τις πραγµατικές ϱίζες του τριωνύµου SR2 = 3�2X2 +3W1X �W3.
Μια σηµαντική παρατήρηση αφορά τη συνθήκη R = 0. Ισοδύναµα ϑα µπορούσαµε να

ϑεωρήσουµε τη συνθήκη disc(SR2) = 3W 21�4�2W3 6= 0, η οποία όµως είναι πιο πολύπλοκη.

Η συνθήκη για το R προκύπτει αν ϑεωρήσουµε τους συντελεστές ως συµµετρικές συναρτήσεις

των ϱιζών και προσπαθήσουµε να διαχωρίσουµε την παρούσα από την επόµενη περίπτωση.

Παρατηρούµε ότι είναι πολύ δύσκολο, αν όχι ανέφικτο, να παρουσιαστούν αλγόριθµοι που να

λειτουργούν ως µαύρα κουτιά και να υπολογίζουν τις ϐέλτιστες κατά κάποια έννοια συνθήκες !

Τέτοιου είδους αρνητικά αποτελέσµατα παρουσιάζονται από τον Lazard [170], όπως επίσης

και οι ϐέλτιστες συνθήκες στους συντελεστές προκειµένου ένα τεταρτοβάθµιο πολυώνυµο να

είναι πάντοτε ϑετικό.

(7) f3; 1g Ισχύει ότι V� = VAR(SR(f ; �1)) = VAR(+;�;+; 0; 0) = 2V+ = VAR(SR(f ; +1)) = VAR(+;+;+; 0; 0) = 0
και συνεπώς V� � V+ = 2� 0 = 2, οπότε το f έχει 2 πραγµατικές ϱίζες (Πορ. 2.27).

Από τις ιδιότητες των υπο-επιλυουσών (Θεωρ. 2.20) εφόσον SR0 = psc0 = psc1 = 0 τότε

gcd(f; f 0) = SR2. Η συνθήκη R = 0 µας εξασφαλίζει ότι το SR2 έχει µία διπλή ϱίζα (και

άρα ως ϱίζα του f έχει πολλαπλότητα 3) η οποία είναι � W12�2 . Η απλή ϱίζα είναι 3 aW1+8 b�22 a�2 .

Ισχύει η ίδια παρατήρηση για το R όπως για την προηγούµενη περίπτωση. Ισοδύναµα, ϑα

µπορούσαµε να ϑεωρήσουµε τη συνθήκη disc(SR2) = 3W 21 � 4�2W3 = 0.

(8) fg Ισχύει ότι V� = VAR(SR(f ; �1)) = VAR(+;�;�; 0; 0) = 2V+ = VAR(SR(f ; +1)) = VAR(+;+;�; 0; 0) = 2
και συνεπώς V� � V+ = 1� 1 = 0, οπότε το f δεν έχει πραγµατικές ϱίζες (Πορ. 2.27).

Από τις ιδιότητες των υπο-επιλυουσών (Θεωρ. 2.20) εφόσον SR0 = psc0 = psc1 = 0 τότε

gcd(f; f 0) = SR2 και άρα οι µιγαδικές ϱίζες είναι πολλαπλότητας 2.

(9) f4g Ισχύει ότι V� = VAR(SR(f ; �1)) = VAR(+;�; 0; 0; 0) = 1V+ = VAR(SR(f ; +1)) = VAR(+;+; 0; 0; 0) = 0
και συνεπώς V� � V+ = 1� 0 = 1, οπότε το f έχει µία πραγµατική ϱίζα (Πορ. 2.27).

Από τις ιδιότητες των υπο-επιλυουσών (Θεωρ. 2.20) εφόσον SR0 = psc0 = psc1 = psc2 = 0
τότε gcd(f; f 0) = SR3. Η µοναδική πραγµατική ϱίζα είναι η ba , η οποία έχει πολλαπλότητα 3

ως ϱίζα του SR3 = f 0.
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A1
A2�2 �1

�2 �1 ba

Σχήµα 5.3: Αποµόνωση των ϱιζών του τεταρτοβάθµιου πολυωνύµου

Η γραφική παράσταση της f , (5.11), και τα δύο πολυώνυµα διαχωρισµού, A1 και A2 και οι ϱίζες

τους. Το ba είναι ο αριθµητικός µέσος των ϱιζών και σηµείο διαχωρισµού.

Υπολογισµός σηµείων διαχωρισµού

Αποµένει να υπολογίσουµε σηµεία διαχωρισµού για την περίπτωση που το πολυώνυµο έχει τέσ-

σερις, διαφορετικές µεταξύ τους, πραγµατικές ϱίζες. Προκειµένου να το επιτύχουµε ϑα χρησι-

µοποιήσουµε την Πρότ. 5.1 και ϐοηθητικά πολυώνυµα αποµόνωσης. Σε ότι ϑα ακολουθήσει ϑα

ϑεωρήσουµε ότι το f είναι τύπου (1).
Το πρώτο πολυώνυµο αποµόνωσης

΄Εστω B1(X) = ax� b και C1(X) = �4a τότε από την (5.1) προκύπτει το πολυώνυµοA1(X) = 3�2X2 + 3W1X �W3: (5.17)

Καθώς ο αριθµός ba είναι ο αριθµητικός µέσος των (µιγαδικών) ϱιζών του f τότε αν το f έχει 4

πραγµατικές ϱίζες τότε σίγουρα ϐρίσκεται κάπου ανάµεσά τους.

Προκειµένου να υπολογίσουµε δύο ακόµα τέτοιους αριθµούς επιλύσουµε την (5.17), και έστω�1;2 οι ϱίζες της �1;2 = �3W1 �p9W 21 + 12�2W36�2 (5.18)

Εύκολα δείχνουµε ότι sign �f( ba)� = sign �a2H � 3�22�, συνεπώς8<: �1 < ba < �2; αν f( ba) > 0�1 < �2 < ba ; αν f( ba) < 0 ^ R > 0ba < �1 < �2; αν f( ba) < 0 ^ R < 0 (5.19)
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όπου R είναι υποαναλλοίωτη και την έχουµε ορίσει προηγουµένως. Αν f( ba) = 0 τότε ξέρουµε

ακριβώς µια ϱίζα και συνεπώς το πρόβληµα είναι ευκολότερο καθώς οι άλλες τρεις ϱίζες είναι

λύσεις κάποιου κυβικού πολυωνύµου. Στο Σχ. 5.3 παρουσιάζεται η περίπτωση f( ba) > 0.

Επισηµαίνουµε ότι η διακρίνουσα του A1 είναι αναλλοίωτη του f ως προς την µετατόπιση.

Το δεύτερο πολυώνυµο αποµόνωσης

Προκειµένου να υπολογίσουµε ένα ακόµα πολυώνυµο αποµόνωσης ϑεωρούµε ταB2(X) = dx�e
και C2(X) = �4d και από την (5.1) προκύπτει το πολυώνυµόA2(X) =W3X3 � 3W2X2 � 3�4 F (5.20)

του οποίου οι ϱίζες είναι 0; �1;2 = 3W2 �p9W 22 + 12�4W36W3 (5.21)

Από την Πρότ. 5.1 τουλάχιστον δύο από τους f0; �1; �2g διαχωρίζουν τις πραγµατικές ϱίζες

του f (Σχ. 5.3), όπου �1;2 είναι οι µη µηδενικές ϱίζες του A(X). Αν υποθέσουµε ότι οι ϱίζες της

(5.11) είναι > 0, έτσι ώστε το 0 να µην είναι σηµείο διαχωρισµού, η διάταξη των �1, �2 και ed
καθορίζεται ανάλογα µε την (5.19).

Επιπλέον πολυώνυµα αποµόνωσης

Ας ϑεωρήσουµε το f(X) = P4i=1 = aiXi. ΄Εστω B(X) = aiX � kaj και C(X) = ` όπουai και aj είναι συντελεστές του f (αλλά µπορούν να είναι οποιοσδήποτε ϱητός αριθµός) και k
και ` παράµετροι. Κάνοντας πράξεις κατασκευάζουµε το πολυώνυµο A(X) := B(X)f 0(X) +C(X)f(X) το οποίο είναι της µορφήςA(X) = b4X4 + b3X3 + b2X2 + b1X + b0
όπου οι συντελεστές του bi είναι γραµµικές συναρτήσεις των παραµέτρων k και `. Μπορούµε

να επιλέξουµε δύο από τους συντελεστές bi και να τους ϑέσουµε ίσους µε µηδέν, δηλαδή να

κατασκευάσουµε ένα 2� 2 γραµµικό σύστηµα µε αγνώστους τους παραµέτρους k και `.
Εάν επιλέξουµε τους b4 και b3 τότε έχουµε το πρώτο πολυώνυµο αποµόνωσης. Εάν επιλέξουµε

τους b3 και b1 τότε έχουµε το διτετράγωνο πολυώνυµο3 aW1X4 + 6(3b�3 � d�2)X2 � eW1 � 8b�3 (5.22)

το οποίο είναι χαρακτηριστικό της f , αποτελεί κάποια αναλλοίωτη καµπύλη του f (covariant) και

του οποίου είτε η µεγαλύτερη ϱίζα διαχωρίζει τις δύο µεγαλύτερες ϱίζες της f είτε η µικρότερη

διαχωρίζει τις δύο µικρότερες.

Ρητά σηµεία διαχωρισµού

Ας επιστρέψουµε στο πρόβληµα του υπολογισµού ϱητών σηµείων διαχωρισµού. Υποθέτουµε ότι

το 0 δεν είναι ϱίζα του f (γιατί αλλιώς ϑα είχαµε ένα κυβικό πολυώνυµο), συνεπώς e 6= 0.

Προκειµένου να απλοποιήσουµε τον συµβολισµό και να µειώσουµε το πλήθος των παραµέτρων
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ας υποθέσουµε επιπλέον ότι b = 0 (ο γραµµικός µετασχηµατισµός X 7! X + ba το πετυχαίνει

πάντοτε αυτό).

Θέτοντας b = 0 στο A1, Εξ. (5.17), οι λύσεις του είναι�1;2 = 3 d�p9�4 � 3 e6 (5.23)

Θέτοντας b = 0 στο A2, Εξ. (5.20), οι λύσεις του είναι�1;2;3 = �3 d�p9 d22 + 12 ae�42ae ; 0 (5.24)

Οι αριθµοί f ba ; �1; �2g, µε κάποια διάταξη διαχωρίζουν τις ϱίζες του f . Το ίδιο και οιf0; ed ; �1; �2g. Η δύσκολη περίπτωση είναι όταν �i και �j , i; j 2 f1; 2g, διαχωρίζουν το ίδιο

Ϲευγάρι συνεχόµενων πραγµατικών ϱιζών του f . Μια τέτοια περίπτωση εµφανίζεται στο Σχ. 5.3,

όπου τα �2 και �2 διαχωρίζουν τις δύο µικρότερες πραγµατικές ϱίζες του πολυωνύµου.

Ας υποθέσουµε ότι αυτό συµβαίνει για το Ϲευγάρι �1 και �1, δηλαδή ισχύει i < �1 < �1 <i+1 για 1 � i � 3. Θα χρειαστούµε το επόµενο λήµµα.

Λήµµα 5.10. Για κάθε m;n;m0; n0 2 N� , 0 < mn < m0n0 ) mn < m+m0n+n0 < m0n0 .

Απόδειξη: Η απόδειξη είναι εύκολη αν παρατηρήσουµε ότι ισχύει mn0 < m0 n. ΟΕ∆

Θέτουµε M := 9�4 � 3 e; N := 12 ae�4 + 9 d22 (5.25)

Παρατηρούµε ότι ταM καιN είναι οι διακρίνουσες τωνA1 καιA2. Χρησιµοποιώντας το Ληµ. 5.10

συµπεραίνουµε ότι �1 < 3d� 3d+pM +pN6+ 2ae < �1
Αν µπορέσουµε να υπολογίσουµε έναν ακέραιο K 2 [pM;pN ℄, τότε αρκεί να αντικαταστήσουµε

την ποσότητα
pM +pN µε 2K. Συµβολίζουµε το υπολογισθέν σηµείο διαχωρισµού µε �1 � �1,

και παρατηρούµε ότι έχει αλγεβρικό ϐαθµό 2 στους συντελεστές του πολυωνύµου. Θα δείξουµε

ότι µπορούµε να επιλέξουµε K = bpM+ 1, δηλαδή ότι ισχύει
pM � bpM+ 1 � pN .

Θεώρηµα 5.11

Για κάθε πολυώνυµο τετάρτου ϐαθµού f 2 Z[X℄ µε 4 διαφορετικές πραγµατικές ϱίζες και b = 0,

ισχύει
pN �pM � 1 ήp9�4 � 3 e � bp9�4 � 3  e+ 1 �p9 d22 + 12 ae�4

ή εναλλακτικά jp9�4 � 3 e�p9 d22 + 12 ae�4j � 1.
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Απόδειξη: Υπενθυµίζουµε ότι M = 9d2 � 12e και N = 12aed2 � 12ae2 + 9d22. Αρκεί να

δείξουµε ότι : pN � 1 +pM ,rNM � 1 + 1pM (rNM � 2 ,NM � 4 ,NM = 4aed2 � 4ae2 + 3d223d2 � 4e � 4 ,4aed2 � 4ae2 + 3d22 � 12d2 � 16e ,4aed2 � 4ae2 + 3d22 � 12d2 + 16e � 0:
(5.26)

Εφόσον το f είναι τύπου (1) από την Πρότ. 5.8 προκύπτει ότι �2 > 0 )  < 0. Από

τον κανόνα προσήµων του Descartes (Θεωρ. 3.28) προκύπτει ότι αν e > 0 τότε υπάρχουν το 2

ϑετικές και 2 αρνητικές ϱίζες ενώ αν e < 0 τότε υπάρχουν 3 ϑετικές και 1 αρνητική αν d < 0 ή

το αντίστροφο αν d > 0. Καταρχάς ϑεωρούµε e > 0.

Θεωρούµε την (πολυωνυµική) συνάρτηση g(a; ; d; e) = 4aed2�4ae2+3d22�12d2+16e,
Το πρόβληµα τώρα είναι να υπολογίσουµε την ελάχιστη τιµή της g (στους ακεραίους) κάτω από

τους περιορισµούς a � 1,  � �5, d � 0 και e � 5. Τις περιπτώσεις �5 <  � 0 και 0 < e < 5
ϑα τις εξετάσουµε ξεχωριστά. Εισάγουµε τις µεταβλητές y1, y2 και y2 και ϑα χρησιµοποιήσουµε

τους πολλαπλασιαστές Lagrange για την εύρεση του ελαχίστου. Κατά συνέπεια ϑέλουµε να

λύσουµε το πρόβληµαmin L(a; ; d; e; y1 ; y2; �1; �2) = g(a; ; d; e)+�1(+ y21 + 5)+�2(�e+ y22 + 5)�3(�a+ y23 + 1) (5.27)

Υπολογίζουµε τις µερικές παραγώγους του L και τελικά προκύπτει ότι πρέπει να λύσουµε

το σύστηµα 8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:
��aL = 12 e �d2 � e�� �3 = 0��L = �12 ae2 + 18 d2+ 48 e+ �1 = 0��dL = 24 aed + 18 d2 � 72 d = 0��eL = 12 a �d2 � e�� 12 ae+ 48 � �2 = 0��y1L = 2�1y1 = 0��y2L = 2�2y2 = 0��y3L = 2�3y3 = 0���1L = + 5 + y12 = 0���2L = �e+ 5 + y22 = 0���3L = �a+ 1 + y32 = 0

9>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>; (5.28)

Η λύση του συστήµατος (5.28) είναι η (a; ; d; e) = (1;�5; 0; 5) και αντίστοιχη τιµή της συ-

νάρτησης είναι g(1;�5; 0; 5) = 300 > 0 η οποία είναι τοπικό ελάχιστο. Για την επίλυση του

Ηλίας Π. Τσιγαρίδας 131



Αλγεβρικοί αλγόριθµοι και εφαρµογές στη γεωµετρία

συστήµατος χρησιµοποιήσαµε το maple 9.5. Αν �5 <  < 0 και 0 < e < 5 τότε αντικαθι-

στούµε όλους τους δυνατούς συνδυασµούς στα M και N και διαπιστώνουµε ότι η ανισότηταpN �pM � 1 ισχύει. Αν  = 0 τότε
pA = 3jdj, οπότε έχουµε ένα ϱητό σηµείο διαχωρισµού.

Αν e < 0 τότε επιλύουµε ένα σύστηµα όµοιο µε το (5.28) όπου ο περιορισµός για το e έχει

αντικατασταθεί από τον e+ 1� y22 . ΟΕ∆

Συνεπώς µπορούµε να διατυπώσουµε την ακόλουθη πρόταση

Πρόταση 5.12. Εστω πολυώνυµο τετάρτου ϐαθµού f 2 Z[X℄ µε τέσσερις διαφορετικές πραγµατι-

κές ϱίζες. Τουλάχιστον τρεις από τους ϱητούς αριθµούς f0; ba ; ed ; �i � �jg, i; j 2 f1; 2g είναι σηµεία

διαχωρισµού των ϱιζών του f .

Σηµείωση 5.13. ΄Εχουµε παρατηρήσει ότι στην πράξη αρκεί να ϑεωρήσουµε ως σηµεία διαχω-

ϱισµού τα �1;2 = 3 d� �p9�4 � 3 e �6
και συνεπώς δεν χρειάζεται ο υπολογισµός του δεύτερου πολυωνύµου αποµόνωσης. Ωστόσο δεν

έχουµε καταφέρει να αποδείξουµε ϑεωρητικά τον παραπάνω ισχυρισµό.

Το επόµενο ϑεώρηµα συνοψίζει όλο το µέχρι τώρα κεφάλαιο

Θεώρηµα 5.14

Για όλα τα ακέραια πολυώνυµα ϐαθµού � 4 µπορούµε να υπολογίζουµε ϱητά σηµεία διαχωρισµού

µε τη χρήση σταθερού αριθµού ϐασικών πράξεων �; � και b�.
Πόρισµα 5.15. ΄Εστω αριθµοί !1 < � � � < !n όπου 2 � n � 3. Τότε υπάρχουν αριθµοί `1; : : : `n�1
οι οποίοι τους διαχωρίζουν και οι οποίοι προκύπτουν ως συµµετρικές ϱητές πολυωνυµικές συναρτή-

σεις των !i.
Απόδειξη: Θεωρούµε το πολυώνυµο το οποίο έχει για ϱίζες τα !i. Οι συντελεστές τους

είναι συµµετρικές συναρτήσεις των !i. Τα σηµεία διαχωρισµού είναι ϱητές πολυωνυµικές

συναρτήσεις των συντελεστών, άρα και συµµετρικές ϱητές πολυωνυµικές συναρτήσεις των !i.
ΟΕ∆

Αν επιτρέψουµε και την πράξη b�, το προηγούµενο πόρισµα ισχύει και για n = 4.

5.3 Σύγκριση αλγεβρικών αριθµών

Προκειµένου να συγκρίνουµε δύο αλγεβρικούς αριθµούς ϐαθµού � 4 ϑα χρησιµοποιήσουµε τον

αλγόριθµο compare (Αλγ. 16). Ωστόσο, ϑα υπολογίσουµε συµβολικά τις ακολουθίες υποεπιλυου-

σών, ϑεωρώντας τους συντελεστές των πολυωνύµων ως παραµέτρους, προκειµένου αφενός για να

αποδείξουµε ότι η σύγκριση απαιτεί σταθερό πλήθος αριθµητικών πράξεων και αφετέρου για να

επιταχύνουµε τον υπολογισµό στην πράξη.
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Ο ϐαθµός 2

΄Εστω � �= (f1 = a2X2 � 2a1X + a0; I1) και � �= (f2 = b2X2 � 2b1 + b0; I2) Υπολογίζουµε την

ακολουθία SR(f1; f2) η οποία είναι

SR3 = f1
SR2 = f2
SR1 = 2 J X �G
SR0 = �a2 (G2 � 4 J J1)

όπου J = a2b1 � b2a1, J1 = a1b0 � b1a0 και G = a2b0 � b2a0. Ανάλογα µε τον τύπο των � και �
η ακολουθία πρέπει να αποτιµηθεί σε δύο από τους αριθµούς f�1;�a1a2 ;� b1b2 g και στη συνέχεια

να µετρήσουµε τις εναλλαγές προσήµων. Η προσέγγιση που παρουσιάζουµε οµοιάζει µε αυτή

των Emiris and Karavelas [85, 149], αλλά χρησιµοποιούµε µόνο µία ακολουθία υπολοίπων ενώ

η προσέγγιση των Emiris and Karavelas [85, 149] χρησιµοποιεί πολλές αλλά δεν υποθέτει ότι οι

αλγεβρικοί αριθµοί είναι σε αναπαράσταση µε διαστήαµτα αποµόνωσης. Επίσης οι Devillers et al.

[69, 70] αναδεικνύουν τη γεωµετρική πληροφορία πίσω από τη σύγκριση αλγεβρικών αριθµών

ϐαθµού 2 και παρουσιάζουν έναν (ϐέλτιστο) αλγόριθµο για τη σύγκριση των δύο µικρότερων

ϱιζών.

Στην εικόνα παρουσιάζουµε τις διάφορες ποσότητες που πρέπει να αποτιµηθούν προκειµένου

να συγκρίνουµε τις δύο µεγαλύτερες ϱίζες δύο δευτεροβάθµιων εξισώσεων.

Ο µέγιστος αλγεβρικός ϐαθµός που απαιτείται για την σύγκριση δύο πραγµατικών αλγεβρικών

αριθµών ϐαθµού 2 παρουσιάζεται και το υπολογισµό της επιλύσουσας, SR0 και είναι 4. Καθώς

η επιλύουσα είναι η ϐέλτιστη συνθήκη για την ύπαρξη κοινών ϱιζών και ο αλγεβρικός ϐαθµός της

είναι ϐέλτιστος, συνάγουµε ότι, όσο αφορά τον αλγεβρικό ϐαθµό, ο αλγόριθµος σύγκρισης είναι

επίσης ϐέλτιστος.

Ο ϐαθµός 3 και 4

΄Εστω � �= (f1; I1) και � �= (f2; I2) όπου deg(f1) � 4 και deg(f2) � 4. Προκειµένου να

συγκρίνουµε τους � και �, σύµφωνα µε τον Αλγ. 16, πρέπει να υπολογίσουµε ένα κοινό διάστηµα,

να υπολογίσουµε την SR(f1; f2) και να την αποτιµήσουµε στα άκρα του διαστήµατος.

Στο Σχ. 5.4 παρουσιάζουµε τις διάφορες ποσότητες που πρέπει να ελένξουµε προκειµένου να

συγκρίνουµε τις δύο µεγαλύτερες ϱίζες δύο κυβικών πολυώνυµων.

Παρουσιάζουµε αναλυτικά την ακολουθία υπο-επιλυουσών όταν και τα δύο πολυώνυµα είναι

τετάρτου ϐαθµού.

΄Εστω δύο τεταρτοβάθµιο πολυώνυµαfi(X) = aiX4 � 4biX3 + 6iX2 � 4diX + ei:
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όπου i = 1; 2. Η ακολουθία υπο-επιλυουσών SR(f1; f2) είναι

SR5(X) = f1(X)
SR4(X) = f2(X)
SR3(X) = �4J X3 + 6GX2 � 4MX +M3
SR2(X) = S22X2 + S21X + S20
SR1(X) = S11X + S10
SR0(X) = �8M5(S11 �M3S21)+32M4(M5S22 �M4S20)�12M6(S10 � 2M3S20)+M23 (M23 � 16MM4 � 16JM5 + 36GM6)

όπου S22 = 2 �4J(M + 6J1)� 9G2�S21 = 2 [6GM � J(16M1 +M3)℄S20 = 8JM4 � 3GM3S11 = �4S22(6M2 +M4)� 16M1S21 + 8MS20+2[�JM3(16M1 �M3)+16M(M2 � 6JM2)� 32J2M5℄S10 = 6M6S22 � (16M1 +M3)S20�8M(MM3 � 6JM6)
και J = a1b2 � a2b1 K = a12 + a21 � 2b1b2J1 = b12 � b21 G = a12 � a21M = a1d2 � a2d1 M1 = b1d2 � b2d1M2 = 1d2 � 2d1 M3 = a1e2 � a2e1M4 = b1e2 � b2e1 M5 = d1e2 � d2e1M6 = 1e2 � 2e1

΄Εχουµε ϑεωρήσει όλα τα δυνατά σηµεία διαχωρισµού των � και � και όλες τις δυνατές απο-

τιµήσεις της ακολουθίας SR(f1; f2) πάνω σε αυτά. Θεωρούµε όλες τις δυνατές αποτιµήσεις της

ακολουθίας ως ένα (τριαδικό) δένδρο, το οποίο έχει ως κόµβους τις αποτιµήσεις ενός πολυωνύµου

της ακολουθίας πάνω σε ένα από τα άκρα και το οποίο διακλαδώνεται ανάλογα µε το πρόσηµο

της αποτίµησης. Μπορούµε να προϋπολογίσουµε όλα τα δυνατά αποτελέσµατα και σε αρκετές

περιπτώσεις να αποφασίσουµε για το αποτέλεσµα πριν ϕτάσουµε στα ϕύλλα του δένδρου. Στο

σηµείο αυτό πρέπει να τονίσουµε ότι οι αλγόριθµοι που προτείνουµε παράγονται αυτόµατα µε

κώδικα που έχουµε γράψει στο maple.

Ο µέγιστος αλγεβρικός ϐαθµός των συντελεστών των πολυωνύµων της ακολουθίας SR(f1; f2)
είναι 8. Προκειµένου να υπολογίσουµε το τον µέγιστο αλγεβρικό ϐαθµό που απαιτείται για την

σύγκριση πρέπει να ϑεωρήσουµε την αποτίµηση της ακολουθίας πάνω σε σηµεία διαχωρισµού.

Θεώρηµα 5.16

Υπάρχει αλγόριθµος που συγκρίνει δύο αλγεβρικούς αριθµούς ϐαθµού 4 και ο µέγιστος αλγεβρικός

ϐαθµός των ποσοτήτων που εµφανίζονται είναι 14.
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Απόδειξη: Προκειµένου να συγκρίνουµε δύο ϱίζες δύο τεταρτοβάθµιων πολυωνύµων, χρησι-

µοποιώντας τον αλγόριθµο compare αποτιµούµε την ακολουθία υπο-επιλυουσών πάνω σε δύο

σηµεία διαχωρισµού.

Τα σηµεία διαχωρισµού δεν είναι ϱητοί αριθµοί αλλά περιέχουν τετραγωνικές ϱίζες και τα

πολυώνυµα που τους ορίζουν έχουν συντελεστές µε αλγεβρικό ϐαθµό 2, ως προς τους συντελεστές

του αρχικού πολυωνύµου, δείτε Εξ. (5.18). Συνεπώς, πρέπει να αποτιµήσουµε την ακολουθία

υπο-επιλυουσών, πάνω σε αλγεβρικούς αριθµούς. Αυτό που χρειαζόµαστε δεν είναι η αποτίµηση

αλλά το πρόσηµο της αποτίµησης, το οποίο µπορούµε να το υπολογίσουµε µε τους αλγορίθµους

της Εν. 5.4. Κατά συνέπεια, υπάρχει αλγόριθµος.

΄Οσον αφορά το µέγιστο αλγεβρικό ϐαθµό που εµφανίζεται, εργαζόµαστε ως εξής. Η χειρότε-

ϱη περίπτωση είναι όταν ϑέλουµε το πρόσηµο των πολυωνύµων της SR όταν αποτιµηθεί πάνω

στους �1 ή �2. ΄Εστω ότι µας ενδιαφέρει ο �1. Ο µέγιστος αλγεβρικός ϐαθµός εµφανίζεται κατά

τον υπολογισµό της αποτίµησης του SR1. Ο αλγεβρικός ϐαθµός των συντελεστών του SR1(X)
είναι 6. Ισχύει deg(SR1) = 1, οπότε ο υπολογισµός του sign(SR1(�1)) είναι ισοδύναµος µε

τον υπολογισµό του προσήµου του A1, που ορίζει τον �1, όταν αποτιµηθεί πάνω στη ϱίζα του

SR1. Αυτή η αποτίµηση έχει αλγεβρικό ϐαθµό 14, ο οποίος είναι και ένα άνω ϕράγµα για τον

αλγόριθµό µας. ΟΕ∆

Παρατηρείστε ότι deg(res(f1; f2)) = deg(SR0) = 8.

΄Οπως αναφέρθηκε στην Εν. 2.2, η επιλύουσα είναι η ικανή και αναγκαία συνθήκη που

εξασφαλίζει ότι δύο πολυώνυµα έχουν κοινή ϱίζα. Μάλιστα όσον αφορά τον αλγεβρικό ϐαθµό

είναι η ελάχιστη συνθήκη, ή διαφορετικά είναι η ελάχιστη συνθήκη για επιλυσιµότητα. Ωστόσο,

δεν είναι γνωστό αν είναι και η ελάχιστη συνθήκη για την σύγκριση δύο πραγµατικών ϱιζών δύο

πολυωνύµων. ∆ιατυπώνουµε το ακόλουθο ισχυρισµό.

Ισχυρισµός 5.17 (Ελάχιστη συνθήκη για σύγκριση). Προκειµένου να συγκρίνουµε δύο ϱίζες

δύο πολυωνυµικών εξισώσεων, το ϕράγµα στον αλγεβρικό ϐαθµό των εξεταζόµενων ποσοτήτων που

προκύπτει από την επιλύουσα των δύο πολυωνύµων δεν είναι πάντοτε σφιχτό.

΄Η διαφορετικά, η επιλύουσα είναι η ελάχιστη συνθήκη για την επιλυσιµότητα αλλά όχι η

ελάχιστη συνθήκη για την σύγκριση πραγµατικών αλγεβρικών αριθµών.

5.4 Ο υπολογισµός προσήµου

Με τον όρο υπολογισµό προσήµου αναφερόµαστε στον υπολογισµό του προσήµου της αποτίµησης

ενός πολυωνύµου πάνω σε ένα αλγεβρικό αριθµό. Στο παρόν κεφάλαιο ο αλγεβρικός αριθµός είναι

ϐαθµού � 4. Για τον υπολογισµό χρησιµοποιούµε τον αλγόριθµο sign_at (Αλγ. 16), ο οποίος,

όπως και ο αλγόριθµος compare της προηγούµενης παραγράφου, χρειάζεται την αποτίµηση µιας

ακολουθίας υποαπαλοιφουσών πάνω σε δύο ϱητά σηµεία.

Ωστόσο το IDS µας επιτρέπει, εκτός από τον υπολογισµό του προσήµου, να αντιµετωπίσουµε

ένα ακόµα πιο γενικό πρόβληµα, το πρόβληµα της απαλοιφής ποσοδεικτών (quantifier elimina-

tion). Στα προβλήµατα απαλοιφής ποσοδεικτών η είσοδος είναι ϕόρµουλες του τύπου 9x(P ),
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όπου το P είναι ένας συνδυασµός από πολυωνυµικές εξισώσεις και ανισώσεις στο x και άλλες

ελεύθερες (free variables) µεταβλητές y1; : : : ; yn. Για κάποιες καθορισµένες πραγµατικές τιµές

των y1; : : : ; yn το σύνολο S των πραγµατικών τιµών του x που ικανοποιούν την P είναι η ένωση

ξένων µεταξύ τους διαστηµάτων. Τα άκρα των αυτών των διαστηµάτων είναι οι πραγµατικές ϱίζες

κάποιων πολυωνύµων του P και των�1. Συνεπώς προκειµένου να ελέγξουµε εάν το S είναι κενό

ή όχι αρκεί να ελέγξουµε αν µία από αυτές τις ϱίζες, ή το�1 ανήκει στο S. Αυτοί οι υπολογισµοί

µπορούν να εκφραστούν ως πεπερασµένες συζεύξεις και διαζεύξεις από ϕόρµουλες P [�=x℄ όπου

οι εκφράσεις �, που εξαρτώνται από τα y1; : : : ; yn έχουν αντικαταστήσει το x στο P . Η µέθοδος

αυτή είναι γνωστή ως εικονική αντικατάσταση (virtual substitution) [179, 267, 268, 269, 270].

Χρησιµοποιώντας τις ϕόρµουλες χωρίς ποσοδείκτες µπορούµε να παράγουµε αλγορίθµους

για την αποτίµηση προσήµου οι οποίοι δεν περιέχουν ϐρόγχους (straight-line programs). Καθώς

το πρόβληµα της απαλοιφής ποσοδεικτών είναι πιο γενικό, είναι αυτό το οποίο ϑα παρουσιάσουµε.

Ο ϐαθµός 2

Αποδεικνύεται ότι για την επίλυση του προβλήµατος(9x 2 R)[f(x) := a2 x2 + a1 x+ a0 ^ (g(x) � 0)℄
όπου a2 > 0 και � 2 f>;=; <g αρκεί να επιλύσουµε όλα τα προβλήµατα απαλοιφής ποσοδεικτών

όπου deg(g) � 1. Συνεπώς η είσοδος είναι ένα πολυώνυµο f ϐαθµού 2 και ένα πολυώνυµο g και

τα δύο µε συντελεστές παραµέτρους.

΄Εστω g = b1X + b0 2 R[X ℄, deg(g) � 1 και b1 � 0. Ο στόχος µας είναι να υπολογίσουµε

τύπους χωρίς ποσοδείκτες της µορφής �n;i;j;s, όπου n είναι ο ϐαθµός του g (στην περίπτωσή µας

είναι n � 1), i είναι ο τύπος της f (από την Πρότ. 5.4), j είναι η πραγµατική ϱίζα του f που

µας ενδιαφέρει (η µικρότερη πραγµατική ϱίζα έχει δείκτη 1) και s 2 f�1; 0;+1g περιγράφει το

πρόσηµο του g πάνω στη ϱίζα j.
Αν n = deg(g) = 0, δηλαδή g = b0 τότε 0;?;?;�1 := b0 < 0 0;?;?;0 := b0 = 0 0;?;?;+1 := b0 > 0

όπου το ? σηµαίνει ότι η ϕόρµουλα ισχύει για οποιοδήποτε τύπο και ϱίζα του f .

΄Εστω n = 1. Θεωρούµε p = � a12a2 και � = � b0b1 . Σύµφωνα µε την Πρότ. 5.4 διακρίνουµε τις

ακόλουθες περιπτώσεις για τον τύπο του f :

(1) ∆εν έχουµε πραγµατικές ϱίζες.

(2) Το f έχει µια διπλή πραγµατική ϱίζα, την � = p. Συνεπώς sign(g()) = sign(g(p)) =sign(g(� a12a2 )) = sign(J), όπου J = �b1a1 + 2 b0a2. Οι τύποι χωρίς ποσοδείκτες είναι 1;2;1;�1 := g[p=x℄ > 0 1;2;1;0 := g[p=x℄ = 0 1;2;1;+1 := g[p=x℄ > 0
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(3) ∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις ανάλογα µε το ποια πραγµατική ϱίζα, έστω �, του f ενδιαφε-

ϱόµαστε. Πιο συγκεκριµένα

i. ΄Εστω � �= (f; (�1;� a12a2 ))
Αν � b0b1 � � a12a2 τότε sign(g(�)) = �1. αλλιώς sign(g()) = � sign(f(� b0b1 )). ∆ηλαδή

ελέγχουµε αρχικά αν p � � και αν όχι υπολογίζουµε το πρόσηµο του f(p). Οι τύποι

χωρίς ποσοδείκτες είναι  1;3;1;�1 := g[p=x℄ � 0 _ f [�=x℄ < 0 1;3;1;0 := g[p=x℄ < 0 _ f [�=x℄ = 0 1;3;1;+1 := g[p=x℄ > 0 _ f [�=x℄ > 0
ii. ΄Εστω � �= [f; (� a12a2 ;1)℄ Αν � b0b1 � � a12a2 τότε sign(g(�)) = 1. αλλιώς sign(g()) =� sign(f(� b0b1 )). Οι ϕόρµουλες χωρίς ποσοδείκτες είναι 1;3;2;�1 := g[p=x℄ � 0 _ f [�=x℄ < 0 1;3;2;0 := g[p=x℄ < 0 _ f [�=x℄ = 0 1;3;2;+1 := g[p=x℄ > 0 _ f [�=x℄ > 0

Στη συνέχεια ϑα καταρρίψουµε την υπόθεση ότι το g είναι ϐαθµού � 1 και ότι ο µεγιστοβάθ-

µιος όρος είναι ϑετικός.

΄Εστω n > 0, και b� = lead (g), g� = g � b� xn και g�� = rem (amg; f), όπου m είναι ο ο

µικρότερος άρτιος µεγαλύτερος από n� 2. ΄Εστω ��n�1;i;j;s(���2;i;j;s) η ϕόρµουλα �n�1;i;j;s(�2;i;j;s)
κατασκευασµένη ως προς το πολυώνυµο g� (ως προς το πολυώνυµο g��) αντί για το πολυώνυµοg.

Για n = 1 έστω  �n;i;j;s είναι η ϕόρµουλα  n;i;j;s ως προς το πολυώνυµο �g αντί του g. Τότε�n;i;j;s := (a� = 0 ^ ��n�1;i;j;s) _ (a� > 0 ^  n;i;j;s) _ (a� < 0 ^  �n;i;j;s)
Για n � 2 ϑέτουµε �n;i;j;s := ���2;i;j;s.
Προκειµένου να υλοποιήσουµε τον παραπάνω αλγόριθµο, έχουµε υπολογίσει συµβολικά όλες

τους τύπους χωρίς ποσοδείκτες και όταν µας Ϲητείται να αποφασίσουµε για κάποιο συγκεκριµένο

πρόβληµα, αντικαθιστούµε τις τιµές των παραµέτρων και αποφασίζουµε ανάλογα το πρόσηµο των

διαφόρων ποσοτήτων.

Το πρώτο ερώτηµα που γεννάται αφορά την ποιότητα των παρουσιαζόµενων αλγορίθµων. Αν

ϑεωρήσουµε ως µέτρο το µέγιστο αλγεβρικό ϐαθµό που εµφανίζεται τότε παρατηρούµε ότι αυτός

είναι 3, στην χειρότερη περίπτωση. Για παράδειγµα κατά τον υπολογισµό f [�=x℄. Ο αλγεβρικός

ϐαθµός της επιλύουσας των f και g (αν deg(g) � 1), η οποία είναι b21 a0�b0 b1 a1+b20 a2, είναι επί-

σης 3. Καθώς η επιλύουσα είναι η απαραίτητη (και ϐέλτιστη) συνθήκη επίλυσης συµπεραίνουµε

ότι ο αλγόριθµος που παρουσιάσαµε είναι ϐέλτιστος ως προς τον αλγεβρικό ϐαθµό.

Επίσης ϐέλτιστοι, κατά την ίδια έννοια είναι και οι αλγόριθµοι για τους ϐαθµούς 3 και 4.
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Ο ϐαθµός 3 και 4

Από την προηγούµενη παράγραφο είναι σαφές ότι ο ϐασικός υπολογισµός είναι ο υπολογισµός

του προσήµου της αποτίµησης ενός πολυωνύµου πάνω σε ένα αλγεβρικό αριθµό. Οι ϕόρµουλες

για τον ϐαθµό 3 και 4 είναι πολύ µακροσκελείς και δεν ϑα τις παρουσιάσουµε αναλυτικά. Θα

παρουσιάσουµε όµως αναλυτικά τον τρόπο µε τον οποίο κατασκευάζονται. Πιο συγκεκριµένα ϑα

παρουσιάσουµε πως µπορούµε να υπολογίσουµε συµβολικά όλες τις ποσότητες που χρειάζονται

για να υπολογίσουµε το πρόσηµο ενός πολυωνύµου πάνω σε έναν αλγεβρικό αριθµό ϐαθµού 3.

Η επέκταση σε ϐαθµό 4 είναι άµεση.

΄Εστω  �= (f; (a; b)), όπου f = a3X3+a2X2+a1X +a0, g = b2X2+ b1X+ b0 και a3b2 6= 0.

Θέλουµε να υπολογίσουµε το sign[g()℄.
Υπολογίζουµε την προσηµασµένη ακολουθία υποεπιλυουσών των f και g, η οποία είναι

SR3 = f
SR2 = sr22X2 + sr21X + sr20
SR1 = sr11X + sr10
SR0 = sr0 (5.29)

όπου

sr22 = K1
sr21 = K2
sr20 = K3
sr11 = �K1K7 +K2K6
sr10 = �K1K4 +K3K6
sr0 = �K1K7K5 +K1K4K8 �K6K3K8 +K6K2K5 �K7K2K4 +K3K72 (5.30)

όπου Ki; 1 � i � 8 είναι τα στοιχεία του πίνακα Bézout των f και g, δηλαδή0BB� K1 K2 K3K6 K7 K4K7 K8 K5 1CCA = 0BB� b2 b1 b0a3b1 � b2a2 b0a3 � b2a1 �b2a0b0a3 � b2a1 b0a2 � b2a0 � a1b1 �a0b1 1CCA (5.31)

Ας ϑεωρήσουµε τον υπολογισµό0BBB� 1 0 0 00 sr22 sr21 sr200 0 sr11 sr100 0 0 sr0 1CCCA0BBB� a3 b3a2 b2a b1 1 1CCCA = 0BBB� SR3(a) SR3(b)
SR2(a) SR2(b)
SR1(a) SR1(b)
SR0 SR0 1CCCA = (M1 M2) =M (5.32)

ο οποίος περιγράφει την αποτίµηση της ακολουθίας SR(f; g) πάνω στα a και b. Η πρώ-

τη στήλη του M περιέχει την SR(f; g ; a) και η δεύτερη την SR(f; g ; b). Αν µετρήσουµε τις

εναλλαγές προσήµων στην πρώτη στήλη (VAR(M1)) και στη δεύτερη (VAR(M2)) τότε sign(g()) =
VAR(M1) � VAR(M2) σύµφωνα µε τον Αλγ. 16. ΄Ολοι οι δυνατοί συνδυασµοί προσήµων είναι� 2� 35 = 486, αν και δεν είναι όλοι εφικτοί.

Με την ίδια διαδικασία υπολογίζουµε συµβολικά τις απαιτούµενες ποσότητες για τον ϐαθµό

4.
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5.5 Αποτίµηση προσήµου σε δύο µεταβλητές

Θέλουµε να υπολογίσουµε το πρόσηµο του πολυωνύµου f(X)f(X;Y ) = rX2 + s Y 2 + tX Y + uX + v Y +w: (5.33)

όταν το αποτιµήσουµε πάνω σε δύο αλγεβρικούς αριθµούς x �= (Px; Ix) και y �= (Py; Iy) οι

οποίοι είναι ϐαθµού � 4.

Για τον υπολογισµό του προσήµου ϑα χρησιµοποιήσουµε τον Αλγ. 17. Επειδή ο ϐαθµός

των εµπλεκοµένων ποσοτήτων είναι µικρός � 2, µπορούµε να υπολογίσουµε συµβολικά όλες τις

ποσότητες που χρειαζόµαστε.

Ας ϑεωρήσουµε το ακόλουθο παράδειγµαx �= [Px; Ix℄y �= [Py; Iy℄Px(X) = a2X2 + a1X + a0Py(Y ) = b4 Y 4 + b3 Y 3 + b2 Y 2 + b1 Y + b0 (5.34)

Η προσηµασµένη ακολουθία SR(Px; f) είναι

SR3(X) = Px
SR2(X) = f
SR1(X) = S21X + S20
SR0(X) = �r(S34 4y + S33 3y + S32 2y + S31 y + S30) (5.35)

όπουS21 = r(a2 t y + a2 u� r a1)S20 = r(a2 s 2y � r a0 + a2 v y + a2w)S34 = a2 2 s2S33 = �a1 a2 t s+ 2 a22 s vS32 = a0a2t2 � a1a2tv � a1a2us+ ra12s+ a22v2 � 2 a2sra0 + 2 a22swS31 = �2 a2ra0v � a1tra0 � a1a2tw � a1a2uv + ra12v + 2 a0a2tu+ 2 a22vwS30 = �2 a2ra0w � a1a2uw + ra12w � a1ura0 + a22w2 + r2a02 + a0a2u2 (5.36)

Αποτιµούµε την SR(Px; f) πάνω στο αριστερό (δεξί) άκρο του Ix και προκύπτουν πολυώνυµα

σε µία µεταβλητή ως προς y. Προκειµένου να υπολογίσουµε το πρόσηµό τους εφαρµόζουµε τους

αλγορίθµους υπολογισµού προσήµου σε µία µεταβλητή από την Παρ.5.4.

Σύστηµα δύο µεταβλητών ϐαθµού 2f1(X;Y ) = r1X2 + s1 Y 2 + t1X Y + u1X + v1 Y +w1f2(X;Y ) = r2X2 + s2 Y 2 + t2X Y + u2X + v2 Y +w2 (5.37)

Θεωρούµε το σύστηµα f1 = f2 = 0, όπου f1;2 2 Z[X;Y ℄ είναι συνολικού ϐαθµού το πολύ

2. Θα υποθέσουµε ότι σύστηµα έχει πεπερασµένο αριθµό (µιγαδικών) λύσεων. Αυτό µπορούµε
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εύκολα να το διαπιστώσουµε καθώς οι απαλοίφουσες που υπολογίζουµε παρακάτω δεν ϑα είναι

πολυώνυµα µιας µεταβλητής.

Οι πραγµατικές λύσεις του συστήµατος είναι σηµεία στον R2 .

Προκειµένου να υπολογίσουµε το σύστηµα υπολογίζουµε Rx = resx(f1; f2) 2 Z[X℄ καιRy = resy(f1; f2) 2 Z[Y ℄ απαλείφοντας τα Y και X αντίστοιχα. Παρατηρούµε ότι deg(Rx) � 4
και deg(Ry) � 4.

Αν αποµονώσουµε τις πραγµατικές ϱίζες των Rx και Ry τότε τα σηµεία σηµεία διαχωρισµού

των πραγµατικών τους ϱιζών ορίζουν ένα πλέγµα στο πραγµατικό επίπεδο, στα κελλιά του οποίου

περιέχονται οι πραγµατικές λύσεις του συστήµατος. Το πλέγµα έχει από 1 έως 4 στήλες και

αντίστοιχα από 1 έως 4 γραµµές. Αν το Rx δεν έχουν πολλαπλές ϱίζες τότε µπορούµε πολύ

εύκολα να υπολογίσουµε το ταίριασµα των αλγεβρικών αριθµών, καθώτι το σύστηµα είναι σε

γενική ϑέση. Η δύσκολη περίπτωση για τον γενικό αλγόριθµο είναι όταν υπάρχουν πολλαπλές

ϱίζες. Ωστόσο από το IDS συµπεραίνουµε ότι σε αυτή την περίπτωση οι λύσεις είναι ϱητοί αριθµοί

και άρα µπορούµε πιο εύκολα να υπολογίσουµε το ταίριασµα.

Η µόνη δύσκολη περίπτωση είναι όταν και τοRx καιRy είναι ϐαθµού 4 και τύπου (6). Σε αυτή

την περίπτωση το σύστηµα µπορεί να έχει είτε 4 απλές λύσεις είτε δύο λύσεις µε πολλαπλότητα

2. Μόνο σε αυτή την περίπτωση χρησιµοποιούµε την συνάρτηση sign_at.

5.6 Σύνοψη – Μελλοντικές επεκτάσεις

Παρουσιάσαµε αλγορίθµους για την αποµόνωση πραγµατικών ϱιζών ακέραιων πολυωνύµων ϐαθ-

µού � 4 και αλγορίθµους για την σύγκριση και την αποτίµηση προσήµου πραγµατικών αλγε-

ϐρικών αριθµών, ϐαθµού � 4. Τέλος, επιλύσαµε πολυωνυµικά συστήµατα σε δύο µεταβλητές

ϐαθµού � 2.

Υπάρχουν ϱητά σηµεία διαχωρισµού των πραγµατικών ϱιζών πολυωνύµων ϐαθµού � 9 τα

οποία να υπολογίζονται σε σταθερό χρόνο ;
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Σχήµα 5.4: Σύγκριση των µεγαλύτερων ϱιζών δύο κυβικών πολυωνύµων

Ο αλγόριθµος υπολογισµού x3 � y3 όπου � 2 f<;>g και x3 και y3 είναι οι δύο µεγαλύτερες ϱίζες δύο κυβικών

πολυωνύµων. Στους ϱόµβους παρουσιάζονται οι ποσότητες των οποίων το πρόσηµο πρέπει να υπολογιστεί. Κάτω

αριστερά είναι ο αλγεβρικός ϐαθµός και κάτω δεξιά ο αριθµός των πράξεων που απαιτούνται.
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κεφαλαιο 6

Περί της υλοποίησης

Η διαφορά της ϑεωρίας από την

πράξη είναι πολύ µικρή στη

ϑεωρία αλλά πολύ µεγάλη στην

πράξη.

Yoggi Bara

The asymptotically best

algorithms frequently turn out to

be worst on all problems for

which they are used.

D. G. Cantor and

H. Zassenhauss [48]

Περίληψη

Παρουσιάζουµε την υλοποίηση και πειραµατικά αποτελέσµατα σχετικά µε την επίλυση ακέραιων πο-

λυωνύµων και πολυωνυµικών συστηµάτων σε δύο µεταβλητές.

Το σύνολο σχεδόν των υλοποιήσεων έχει πραγµατοποιηθεί σε C++ και αποτελεί µέρος της ϐιβλιοθήκης

synaps. Ο σχεδιασµός του λογισµικού έχει παρουσιαστεί στην εργασία [204] και µέρος των πειραµατικών

αποτελεσµάτων στις εργασίες [88, 92, 97].

Υ
πάρχει διάχυτη η ψευδαίσθηση ότι η υλοποίηση αλγορίθµων είναι µια εύκολη, ή στην

καλύτερη περίπτωση, µια όχι και τόσο επιστηµονική διαδικασία. Μάλιστα, αυτό πιστεύεται

ότι ισχύει για οποιαδήποτε γλώσσα προγραµµατισµού.

Ωστόσο, τουλάχιστον για τους επιστηµονικούς υπολογισµούς, οι λεπτοµέρειες της υλοποίη-

σης και του σχεδιασµού είναι εξίσου σηµαντικές µε την ϑεωρητική ανάλυση των προβληµάτων.

Για παράδειγµα εγείρονται ερωτήµατα, όπως : Ποιά είναι η ϐέλτιστη δοµή δεδοµένων για την
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υλοποίηση των πολυωνύµων ; Πίνακας, στοίβα, σωρός, κατακερµατισµένος πίνακας ; Ποιός εί-

ναι ο ϐέλτιστος (στην πράξη) αλγόριθµος για πολλαπλαπλασιασµό πολυωνύµων ; Ποιός είναι ο

ϐέλτιστος αλγόριθµος για τον υπολογισµό πολυωνυµικών ακολουθιών υπολοίπων ; Η αριθµη-

τική στους αλγεβρικούς αλγορίθµους πρέπει να ϐασίζεται σε αριθµούς κινητής υποδιαστολής

απεριόριστης ακρίβειας ή σε ακεραίους απεριόριστης ακρίβειας ; Προφανώς ο κατάλογος των

ερωτηµάτων είναι πολύ µακρύς και απάντησή τους απαιτεί ενδελεχή ϑεωρητική και πειραµατική

µελέτη.

Αναφέρουµε απλά ότι ένα από τα σηµαντικότερα ανοιχτά προβλήµατα, στην επιστηµονική

περιοχή των αλγεβρικών αλγορίθµων, όπως αναφέρει ο Kaltofen [143], είναι το αν είναι εφικτές

υλοποιήσεις των ϐέλτιστων ϑεωρητικά αλγορίθµων τέτοιες ώστε να τους καθιστούν και ϐέλτιστους

στην πράξη. Το πιο γνωστό πρόβληµα που εµπίπτει σε αυτή την κατηγορία είναι ο πολλαπλασια-

σµός πινάκων.

Στόχος του κεφαλαίου είναι να δείξει ότι οι σύγχρονες τεχνικές προγραµµατισµού, καθι-

στούν τους αλγορίθµους πραγµατικής επίλυσης και υπολογισµών µε πραγµατικούς αλγεβρικούς

αριθµούς, όχι µόνο ικανοποιητικούς στην πράξη αλλά και ανταγωνιστικούς, και µερικές ϕορές

υπέρτερους, των προσεγγιστικών αλγορίθµων της αριθµητικής ανάλυσης.

Λίγα λόγια για τον πηγαίο κώδικα

Θα παρουσιάσουµε τα ϐασικά σηµεία της υλοποίησης σε C++ των αλγορίθµων για επίλυση στους

πραγµατικούς και υπολογισµούς µε πραγµατικούς αλγεβρικούς αριθµούς, δηλαδή των αλγο-

ϱίθµων των Κεφαλαίων 3 και 4. Υποθέτουµε ότι αναγνώστης έχει γνώσεις του συνταντικού και

ιδιωµάτων της C++. Το σύνολο των υλοποιήσεων που ϑα παρουσιάσουµε είναι µέρος της ϐι-

ϐλιοθήκης synaps 1 [75, 204], η οποία είναι µια ϐιβλιοθήκη, ανοιχτού λογισµικού, σε C++ για

αλγεβρικούς και αριθµητικούς υπολογισµούς. Ο πυρήνας της ϐιβλιοθήκης παρέχει δοµές δεδο-

µένων και κλάσεις για τα ϐασικά αντικείµενα αλγεβρικών υπολογισµών, όπως για παράδειγµα

διανύσµατα, πίνακες (πυκνούς, αραιούς, δοµηµένους), πολυώνυµα σε µία και πολλές µεταβλη-

τές, λίστες. Επίσης, υπάρχουν υλοποιηµένοι πολλοί αλγόριθµοι για την επίλυση πολυωνύµων

σε µία µεταβλητή και πολυωνυµικών συστηµάτων µε οποιοδήποτε αριθµό µεταβλητών και για

υπολογισµούς µε πραγµατικούς αλγεβρικούς αριθµούς και σύνδεση µε την ϐιβλιοθήκη lapack

για υπολογισµούς της γραµµικής άλγεβρας.

Τόσο η υλοποίησή µας, όσο και το σύνολο των υλοποιήσεων της synaps, ακολουθούν το πα-

ϱάδειγµα του γενικευµένου προγραµµατισµού και υιοθετούν σύγχρονες προγραµµατιστικές της

C++ για τους επιστηµονικούς υπολογισµούς. ΄Οπως για παράδειγµα τον στατικό πολυµορφισµό

(static polymorphism), τα πρότυπα εκφράσεων (expression templates) και τα πρότυπα µεταπρο-

γραµµάτων (template metaprograms). Ο αναγνώστης που ενδιαφέρεται για αυτές τις τεχνικές και

για τη ϑεωρία που τις ακολουθεί µπορεί να ανατρέξει στις εργασίες του Veldhuizen [259, 260],

όπως και στις τεχνικές αναφορές στην ιστοσελίδα του2.

Θα σκιαγραφήσουµε τα ϐασικά χαρακτηριστικά της υλοποίησης.

1www-sop.inria.fr/galaad/software/synaps/
2http://osl.iu.edu/ tveldhui/papers/techniques/
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Η σηµαντικότερη κλάση που έχουµε αναπτύξει αναφέρεται στην πραγµατική επίλυση πολυω-

νύµων και πολυωνυµικών συστηµάτων. Η ϐασική αφηρηµένη (abstract) κλάση είναι η SOLVER.

Μέρος της υλοποίησή της είναι :

template < class T >

struct SOLVER {

typedef NumberTraits<T>: :RT RT; // the Integer type

typedef NumberTraits<T>: :FT FT; // the Rational type

typedef NumberTraits<T>: : FIT FIT ; // the in terva l type

typedef UPolDse<T> Poly ; // univariate polynomial type

typedef UPolDse< UPolDse<T> > Poly_2 ; // bivar iate polynomial type

typedef root_of <T, Poly> RO_t ; // algebraic number type

. . .

} ;

Η SOLVER παρέχει όλες τις απαραίτητες πληροφορίες που χρειαζόµαστε σχετικά µε τους αριθ-

µητικούς τύπους, τα πολυώνυµα και τους πραγµατικούς αλγεβρικούς αριθµούς. Η ϐασική ιδέα

είναι ότι ο χρήστης ή οι αλγόριθµοι συνάγουν όλους τους τύπους που χρειάζονται από την κλά-

ση SOLVER. Η κλάση παραµετροποιείται, T στον κώδικα, µε κάποιο τύπο που αντιστοιχεί στους

ακεραίους αριθµούς. Στη συνέχεια µε από την κλάση NumberTraits συνάγουµε όλους τους υπό-

λοιπους τύπους που ενδιαφέρουν, όπως τον τύπο για τους ϱητούς αριθµούς, για τα διαστήµατα

µε ϱητά άκρα, για τα πολυώνυµα κ.ο.κ.

Προκειµένου να διαχωρίσουµε τους διάφορους αλγορίθµους επίλυσης, η κλάση που αντι-

στοιχεί σε κάθε έναν από αυτούς, κληρονοµεί από τη SOLVER. Για παράδειγµα3 έχουµε τις

παρακάτω κλάσεις :

// Real solving using the algrorithm STURM

template < class T >

struct Sturm : public SOLVER<T> { } ;

// Real solving using the algrorithm CF

template < class T >

struct ContFrac : public SOLVER<T> { } ;

// Real solving using the algrorithm BERNSTEIN

template < class T >

struct Bernstein : public SOLVER<T> { } ;

template < class T >

struct IslBzBdgSturm : public SOLVER<T> { } ;

struct SlvBzStd : public SOLVER< double> { } ;

struct SlvBzBdg : public SOLVER<QQ> { } ;

3Η πραγµατική υλοποίηση είναι λίγο πιο περίπλοκη, αλλά για λόγους παρουσίασης µπορούµε να τη ϑεωρήσουµε

όπως παρουσιάζεται. Ο αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει στο εγχειρίδειο της synaps για µια πιο ακριβή περιγραφή.
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Το πρότυπο της συνάρτησης για την επίλυση πολυωνύµων σε µία µεταβλητή είναι

template < class SLV >

Seq< typename SLV : : RO_t >

Solve ( typename SLV : : Poly& f , SLV ) ;

η οποία έχει ως είσοδο ένα πολυώνυµο f και µία κλάση επίλυσης και επιστρέφει µια λίστα µε

πραγµατικούς αλγεβρικούς αριθµούς. Κάθε κλάση επίλυσης πρέπει να εξιδικεύσει (specialize)

τη συνάρτηση Solve. ΄Ενα παράδειγµα κώδικα για την επίλυση ενός πολυωνύµου µε τη χρήση

της κλάσης επίλυσης Sturm είναι :

#include <synaps/ in i t .H>

#include <synaps/solve/Sturm.H>

typedef SYNAPS: : ZZ NT;

typedef SYNAPS: : Sturm<NT> SLV;

typedef SLV : :RT RT;

typedef SLV : : FT FT;

typedef SLV : : Poly Poly ;

typedef SLV : : RO_t RO_t ;

int main ( ) {

Poly f ( "3∗x^7�4∗x^3�2∗x" ) ;
SYNAPS: : Seq<sol_t > sol = sol = SYNAPS: : Solve ( f , SLV ( ) ) ;

% std : : cout << " Solutions : " << sol . s ize ( ) << std : : endl ;

% for ( int j =0; j < sol . s ize ( ) ; ++ j )

% std : : cout << j << " : " << sol [ j ] << std : : endl ;

}

και η έξοδος του προγράµµατος είναι :

Solutions :

0: root_of ( 1∗x , 0 ) in [ 0,0 ] , approx = �0

1: root_of ( 3∗x^6�4∗x^2�2, 1 ) in [ �7/3,0 ] , approx = �1.162548

2: root_of ( 3∗x^6�4∗x^2�2, 2 ) in [ 0,7/3 ] , approx = 1.16254858

Αντί για την κλάση Sturm ϑα µπορούσαµε να είχαµε χρησιµοποιήσει µια οποιαδήποτε άλλη

κλάση επίλυσης από αυτές που παρουσιάσαµε προηγουµένως. Με όµοιο τρόπο ορίζεται και η

συνάρτηση για την επίλυση ενός πολυωνυµικού συστήµατος σε δύο µεταβλητές :

template < class SLV >

Seq< std : : pair < typename SLV : : RO_t , typename SLV : : RO_t > >

Solve ( typename SLV : : Poly_2& f , typename SLV : : Poly_2& g , SLV ) ;

΄Οσον αφορά τους πραγµατικούς αλγεβρικούς αριθµούς, κατασκευάζονται όταν επιλύουµε

ένα πολυώνυµο µε την συνάρτηση Solve και υποστηρίζονται και οι παρακάτω συναρτήσεις :

// comparison

template < class T, class Poly >

bool compare ( const root_of <T, Poly>& a , const root_of <T, Poly>& b ) ;
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// sign evaluation in one variable

template < class T, class Poly >

int sign_at ( const Poly& f , const root_of <T, Poly>& a ) ;

// sign evaluation in two variables

template < class Poly_2 , class T, class Poly >

int sign_at ( const Poly_2& f , const root_of <T, Poly>& a ,

const root_of <T, Poly>& b ) ;

6.1 Πειραµατικά αποτελέσµατα

Στην παρούσα ενότητα ϑα παρουσιάσουµε πειραµατικά αποτελέσµατα σχετικά µε την αποµόνωση

των πραγµατικών ϱιζών ακέραιων πολυωνύµων και πολυωνυµικών συστηµάτων µε δύο µεταβλη-

τές. Για την περίπτωση της µιας µεταβλητής τα πειράµατα αφορούν πολυώνυµα ϐαθµού � 4,

προκειµένου να αναδείξουµε την (ϐέλτιστη) πρακτική συµπεριφορά των αλγορίθµων του Κεφ. 5

και πολυώνυµα αυθαίρετα µεγάλου ϐαθµού.

Συγκρίνουµε µε διάφορες άλλες (γνωστές) υλοποιήσεις. Τη πρώτη ϕορά που αναφερόµαστε

σε κάποιο λογισµικό δίνουµε και πληροφορίες για τους αλγορίθµους στους οποίους στηρίζεται

και για τις ιδιαιτερότητές του.

Σε πολλά σηµεία αναφέρουµε συµβολικές-αριθµητικές τεχνικές ή ϕίλτρα. Αυτές οι υλοποιή-

σεις προσπαθούν να εκτελέσουν τους υπολογισµούς αρχικά µε αριθµητική ϐασισµένη σε double

ή/και αριθµητική διαστηµάτων, όπου double είναι ο τύπος δεδοµένων που προσφέρεται για

αριθµητική κινητής υποδιαστολής ϐασισµένη στην υπολογιστική µηχανή. Αν το αποτέλεσµα ή

κάποιος ενδιάµεσος υπολογισµός δεν µπορεί να αναπαρασταθεί µε double τότε ολόκληρος ο

υπολογισµός επαναλαµβάνεται µε αριθµητική ακεραίων ή/και ϱητών απεριόριστης ακρίβειας.

Αυτού του είδους οι τεχνικές ονοµάζονται ϕίλτρα γιατί ϕιλτάρουν εκείνους τους υπολογισµούς

που µπορούν να εκτελεστούν µε αριθµητική της µηχανής. Υπάρχουν πολλών ειδών ϕίλτρα και

συµβολικές αριθµητικές τεχνικές, για παράδειγµα στατικά και δυναµικά ϕίλτρα. Οι υλοποιήσεις

µας, στην παρόντα χρόνο, δεν χρησιµοποιούν ϕίλτρα γι΄ αυτό και δεν ϑα επεκταθούµε περισσό-

τερο σε αυτές τις τεχνικές.

Τα πειράµατα πραγµατοποιήθηκαν σε ένα Pentium (2.6 GHz), µε τον µεταγλωτιστή g++ 3.4.4

σε λειτουργικό περιβάλλον linux.

Πολυώνυµα σε µία µεταβλητή

Πολυώνυµα ϐαθµού � 4
Θα παρουσιάσουµε πειραµατικά αποτελέσµατα σχετικά µε την πραγµατική επίλυση πολυωνυ-

µικών εξισώσεων ϐαθµού � 4 και µε τη σύγκριση πραγµατικών αλγεβρικών αριθµών ϐαθµού� 4.

Η υλοποίηση των αλγορίθµων για ϐαθµό� 4 είναι αδιαφανής στον χρήστη. Ο χρήστης χρησι-

µοποιεί τις συναρτήσεις που παρουσιάσαµε στην προηγούµενη ενότητα και αν το πολυώνυµο (ή
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msec Α Β Γ ∆

f-S3 0.142 0.153 0.150 0.177S3 0.291 0.320 0.142 0.112

rs 5.240 6.320 4.930 5.180

bernstein 1.058 1.011 0.717 1.850

core 3.050 3.520 2.240 1.470

gkr 2.287 2.973 2.212 1.595

NiX 0.358 0.362 0.215 0.377

Πίνακας 6.1: Επίλυση και σύγκριση πραγµατικών ϱιζών ακέραιων πολυωνύµων ϐαθµού � 4
οι αλγεβρικοί αριθµοί) είναι ϐαθµού � 4, τότε εφαρµόζονται οι αλγόριθµοι που παρουσιάστηκαν

στο Κεφ. 5.

Η πρώτη οµάδα πειραµάτων αφορά την κατασκευή και την σύγκριση πραγµατικών αλγεβρικών

αριθµών ϐαθµού � 4. και χωρίζονται σε 4 κατηγορίες. Η κατηγορία Α περιέχει πολυώνυµα µε

4 ϱητές ϱίζες στο διάστηµα [�1; 1℄ των οποίων το δυαδικό µήκος είναι 40 bits. Η Β τυχαία

περιέχει πολυώνυµα τα οποία κατασκευάστηκαν µε παρεµβολή στο χωρίο [�1; 1℄ � [�1; 1℄ και

των οποίων το δυαδικό µήκος είναι 90 bits. Η Γ περιέχει πολυώνυµα Mignotte, τηε µορφήςa(x4 � 2(Lx � 1)2), όπου το δυαδικό µήκος των a και L είναι 40 bits. Τέλος η κατηγορία ∆

αφορά πολυώυµα που έχουν ϱίζες µε πολλαπλότητες. Οι ϱίζες είναι τυχαίοι ϱητοί αριθµοί στο[�1; 1℄ και το δυαδικό µήκος των πολυωνύµων είναι 30. Για κάθε κατηγορία επιλέγουµε τυχαία

δύο πολυώνυµα, αποµονώνουµε τις πραγµατικές τους ϱίζες, υπολογίζουµε τις πολλαπλότητες,

κατασκευάζουµε τους αντίστοιχους πραγµατικούς αλγεβρικούς αριθµούς και στις στη συνέχεια

διαλέγουµε τυχαία δύο από αυτούς και τους συγκρίνουµε. Τα αποτελέσµατα παρουσιάζονται

στον Πίνακα 6.1, όπου οι χρόνοι είναι σε msec και είναι ο µέσος όρος από 10000 τρεξίµατα.

Συγκρίναµε τις υλοποιήσεις gkr, bernstein, NiX, core και rs.

Το gkr είναι µια ϐιβλιοθήκη σε C++ µε αλγορίθµους για πολυώνυµα η οποία χρησιµοποιεί-

ται σε κινητικές δοµές δεδοµένων και οφείλεται στους Guibas et al. [123]. Το bernstein είναι

η υλοποίηση του αλγορίθµου bernstein (Εν. 3.5) που υπάρχει στη synaps και ϐασίζεται στην

εργασία των Mourrain et al. [203]. Το NiX είναι ϐιβλιοθήκη σε C++ που αφορά αλγορίθµους για

πολυώνυµα και πραγµατικούς αλγεβρικούς αριθµούς. Είναι µέρος του exacus [18] και ϐασίζεται

στη ϐιβλιοθήκη leda [186]. Πιο συγκεκριµενα η αριθµητική του ϐασίζεται στον τύπο Leda real

[39] της leda. Η core [145, 146] είναι µια ϐιβλιοθήκη για ακριβείς υπολογισµούς. Χρησιµοποιεί

τη ϐιβλιοθήκη gmp για αριθµητική µε ακέραιους και ϱητούς απεριόριστης ακρίβειας και για την

επίλυση πολυωνύµων παρέχει µια υλοποίηση του αλγορίθµου sturm (Εν. 3.5). Τόσο το NiX όσο

και η core προκειµένου να συγκρίνουν πραγµατικούς αλγεβρικούς αριθµούς εκλεπτύνουν τα

διαστήµατα αποµόνωσης που τους περιέχουν µέχρι είτε αυτά να γίνουν ξένα µεταξύ τους είτε να

είναι τόσο µικρά, µικρότερα από το ϕράγµα διαχωρισµού, οπότε µπορούν να συµπεράνουν ότι οι

αριθµοί είναι ίσοι.

Το rs είναι το λογισµικό που ϐασίζεται στους αλγορίθµους των Rouillier and Zimmermann

[230], και παρέχει µια υλοποίηση του αλγορίθµου descartes (Εν. 3.5). Η αριθµητική που χρη-

σιµοποιεί ϐασίζεται τόσο στη ϐιβλιοθήκη gmp όσο και στην mpfr. Το rs αποµονώνει τις ϱίζες ενός
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πολυωνύµου και δεν υπολογίζει τις πολλαπλότητες ούτε χειρίζεται πραγµατικούς αλγεβρικούς

αριθµούς. Η υλοποίηση είναι συµβολική-αριθµητική (symbolic-numeric) µε την έννοια ότι αρ-

χικά επιχειρείται να αποµονωθούν οι ϱίζες µε αριθµητική ϐασισµένη σε doubles, στη συνέχεια µε

αριθµητική διαστηµάτων σε αριθµούς κινητής υποδιαστολής, µέχρι κάποια ακρίβεια και τέλος

αν τα προηγούµενα έχουν αποτύχει οι ϱίζες αποµονώνονται µε ακέραια αριθµητική απεριόριστης

ακρίβειας. Συνεπώς το rs χρησιµοποιεί µε πολύ αποτελεσµατικό τρόπο ϕίλτρα και είναι από τις

γρήγορες διαθέσιµες ϐιβλιοθήκες για την επίλυση πολυωνύµων. ∆υστυχώς ο πηγαίος κώδικας

δεν διατίθεται ελεύθερα και το εκτελέσιµο είναι προσβάσιµο διαµέσου µιας διεπαφής στο maple,

οπότε κάποια χρονική επιβάρυνση προστίθεται στους χρόνους του.

Συµβολίζουµε την υλοποίηση των αλγορίθµων του Κεφ. 5 µε s3, και αντιστοιχεί Static Sturm

Sequences ή Salmon-Sturm-Sylvester. Χρησιµοποιούµε την αριθµητική ακεραίων της ϐιβλιο-

ϑήκης gmp. Το fs3 είναι η υλοποίησή µας τροποποιηµένη έτσι ώστε η αριθµητική να ϐασίζεται

στον αριθµητικό τύπο Lazy_exact_nt της cgal. Ο τύπος αυτός υλοποιεί κάποια ϕίλτρα. Πιο

συγκεκριµένα, µια ακολουθία υπολογισµών αποθηκεύεται σε ένα δένδρο. Οι υπολογισµοί εκτε-

λούνται µε double και αν το αποτέλεσµα δεν είναι δυνατόν να αναπαρασταθεί µε double τότε

ο υπολογισµός ξαναγίνεται µε αριθµητική gmp. Εκτός από το s3 κανένα άλλο λογισµικό δεν

έχει τη συνατότητα να αποµονώσει κάποια συγκεκριµένη πραγµατική ϱίζα, αλλά πρέπει να τις

αποµονώσει όλες προκειµένου να επιλέξει κάποια συγκεκριµένη.

Τα αποτελέσµατα της πρώτης κατηγορίας πειραµάτων στον Πίνακα 6.1 δείχνουν ότι η υλο-

ποίηση s3 είναι καθαρά γρηγορότερη από τα core, synaps και gkr για πολυώνυµα και αλγεβρι-

κούς αριθµούς µικρού ϐαθµού, ακόµα και στην περίπτωση που δεν χρησιµοποιούµε αριθµητική

µε ϕίλτρα. Το s3 είναι γρηγορότερο ακόµα και από το NiX το οποίο έχει ενγενώς αριθµητική µε

ϕίλτρα. Ειδική προσοχή πρέπει να δοθεί στην κατηγορία πειραµάτων ∆, όπου το s3 είναι κατά

πολύ γρηγορότερο από οποιαδήποτε άλλη προσέγγιση. Αυτό εξηγείται από το γεγονός ότι όταν

υπάρχουν ϱίζες µε πολλαπλότητα οι αλγόριθµοι του Κεφ. 5 χρειάζονται λιγότερες πράξεις για να

τις υπολογίσουν.

Πρέπει να σηµειώσουµε ότι οι χρόνοι του rs έχουν κάποια επιβάρυνση η οποία οφείλεται

στο γεγονός ότι το χρησιµοποιούµε διαµέσου του maple, αλλά ϑεωρούµε ότι η σύγκριση είναι

εφικτή καθώς χρησιµοποιεί ϕίλτρα, δεν παράγει στην έξοδο τις πολλαπλότητες των ϱιζών και δεν

χειρίζεται πραγµατικούς αλγεβρικούς αριθµούς.

Στις κατηγορίες Α και Β οι χρόνοι του s3 είναι σχεδόν ίδιοι µε µια µικρή επιβάρυνση που

προκύπτει από το γεγονός ότι το δυαδικό µήκος των συντελεστών των πολυωνύµων του Β είναι

µεγαλύτερο. Οι χρόνοι στις Α, Γ και ∆ είναι σχεδόν οι ίδιοι καθώς τα πολυώνυµα έχουν σχεδόν

το ίδιο δυαδικό µήκος και το s3 δεν εξαρτάται από τον τύπο των πολυωνύµων. Στην κατηγορία

Β υπάρχει µια µικρή επιβάρυνση που προκύπτει από το γεγονός ότι το δυαδικό µήκος των

συντελεστών του Β είναι πολύ µεγάλο. Το fs3 είναι σχεδόν πάντα γρηγορότερο εκτός από την Β

και αυτό εξηγείται από το γεγονός ότι το µεγάλο δυαδικό µήκος των αριθµών προκαλεί αποτυχία

στα ϕίλτρα και συνεπώς οι υπολογισµοί γίνονται δύο ϕορές. Ωστόσο ακόµα και σε αυτή την

περίπτωση το fs3 είναι τουλάχιστον 2 ϕορές πιο γρήγορο από το NiX που χρησιµοποιεί ϕίλτρα

ενγενώς. Αξιοσηµείωτη είναι και η µεγάλη διαφορά που έχουν τα s3 και fs3 στην κατηγορία ∆,

όπου υπάρχουν πολλαπλές ϱίζες. Οι άλλες υλοποιήσεις σε αυτή την κατηγορία δυσκολεύονται

πολύ καθώς όταν οι ϱίζες έχουν πολλαπλότητες οι εκλεπτύνσεις των διαστηµάτων είναι πολύ

χρονοβόρα υπολογιστικά εργασία.
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msec Z Q far Μ�Q M Z Q far Μ�Q Μ

axiom 38.0 57.4 77.3 67.2 82.3

maple 9 33.2 52.4 69.0 75.5 74.7

core 8.41 5.67 6.76 9.31 10.1

bernstein 1.097 0.820 0.596 1.480 2.114 2.687 2.693 2.780 3.764 5.698

gkr 1.249 0.921 0.991 1.582 1.544 23.74 64.4 7.3 4.121 54.7

s3 0.077 0.083 0.082 0.074 0.077 0.117 0.190 0.115 0.161 0.129

Πίνακας 6.2: Επίλυση και σύγκριση πραγµατικών ϱιζών ακέραιων πολυωνύµων ϐαθµού 4

Μια δεύτερη κατηγορία πειραµάτων παρουσιαζεται στον Πίνακα 6.2. Σε αυτά τα πειράµατα

έχουµε συγκρίνει µε µια υλοποίηση πραγµατικών αλγεβρικών αριθµών στο µαθηµατικό λογισµι-

κό axiom, η οποία οφείλεται στον Rioboo [225, 226, 227]. Επίσης συγκρίναµε µε µια υλοποίηση

που υπάρχει στο maple. Ωστόσο χρησιµοποιήσαµε τα δύο παραπάνω λογισµικά µόνο για λόγους

παρουσίασης καθώς η επιβάρυνση που προκύπτει από περιβάλλον τους είναι πολύ µεγάλη.

Συγκρίναµε επίσης µε την core, µε το gkr και µε την υλοποίηση του αλγορίθµου bernstein

στην synaps.

΄Οπως και στην πρώτη οµάδα πειραµάτων οι χρόνοι είναι σε msec και είναι ο µέσος όρος από

10000 τρεξίµατα. Η στήλη Z αφορά πολυώνυµα µε 4 ακέραιες ϱίζες, η στήλη Q πολυώνυµα

µε 4 ϱητές ϱίζες. Η στήλη far αφορά πολυώνυµα, τέτοια ώστε οι ϱίζες τους ανά δύο να είναι

πολύ µακριά, στήλη M � Q αφορά πολυώνυµα τέτοια ώστε το ένα να είναι Mignotte και το

άλλο να έχει µόνο ϱητές ϱίζες και τέλος η στήλη M αφορά Mignotte πολυώνυµα. Το αριστερό

µισό του Πίνακα 6.2 αναφέρεται σε πολυώνυµα µε 4 πραγµατικές ϱίζες στο διάστηµα [�20; 20℄
πολλαπλασιασµένα µε ένα ακέριαιο 2 [1; 20℄, έτσι ώστε οι συντελεστές να είναι ακέραιοι µέτρου� 32 � 105 και τα πολυώνυµα Mignotte είναι της µορφής a(x4 � 2(Lx � 1)2), όπου τα a; L είναι

τυχαίοι ακέραιοι στο [3; 30℄. Το δεξί µισό του πίνακα αναφέρεται σε πολυώνυµα µε ϱίζες τυχαίους

αριθµούς στο 2 [10 � 104; 11 � 104℄ και σε Mignotte πολυώνυµα µε a και L τυχαίους αριθµούς στο[10 � 104; 11 � 104℄.
Πρέπει να τονίσουµε ότι το maple δεν µπορεί να συγκρίνει τις ϱίζες δύο πολυωνύµων Mignot-

te. Το s3 είναι καθαρά η γρηγορότερη υλοποίηση. Στο πειράµατα του αριστερού µέρους του

Πίνακα 6.2 το s3 είναι 103, 15 και 16 τιµες γρηγορότερο από την core, το bernstein και το gkr,

αντίστοιχα κατά µέσο όρο. Αυξάνοντας το δυαδικό µήκος των συντελεστών µειώνουµε το ϕράγµα

διαχωρισµού και έτσι στο δεξί µέρος του πίνακα η διαφορά στην ταχύτητα της υλοποίησής µας

είναι πάρα πολύ µεγάλη, καθώς ο αριθµός των υποδιαιρέσεων που πραγµατοποιούν οι άλλες

υλοποιήσεις και το κόστος της κάθε µίας είναι πολύ µεγάλος. Στο δεξί µέρος δεν αναφέρουµε

χρόνους για axiom, maple και core, γιατί οι χρόνοι τους είναι πάρα πολύ µεγάλοι. Παρατηρούµε

ότι οι χρόνοι του s3 είναι σχεδόν οι ίδιοι για όλα τα είδη πολυωνύµων και αλγεβρικών αριθµών

καθώς δεν εξαρτώµαστε από το ϕράγµα διαχωρισµού.

Συµπερασµατικά, οι συµβολικοί αλγόριθµοι που υλοποιεί η υλοποίηση s3 κατασκευάζουν

και συγκρίνουν πραγµατικούς αλγεβρικούς αριθµούς µε κάποιο καθορισµένο αριθµό πράξεων,

ανεξάρτητα από το ϕράγµα διαχωρισµού. Κατά συνέπεια δεν επηρεάζονται από τον τύπο των πο-
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λυωνύµων ή από το πόσο κοντά ϐρίσκονται δύο πραγµατικοί αλγεβρικοί αριθµοί. Επιπρόσθετα,

οι ίδιες ποσότητες που χρησιµοποιούνται για να αποµονώσουν τις πραγµατικές ϱίζες, χρησι-

µοποιούνται τόσο για να κατασκευαστεί ο αλγεβρικός αριθµός όσο και για να υπολογιστεί η

πολλαπλότητά του. Αυτός είναι ο λόγος που η υλοποίησηυ s3 είναι η γρηγορότερη διαθέσιµη

αυτή τη στιγµή για πολυώνυµα και αλγεβρικούς αριθµούς µικρού ϐαθµού.

Πολυώνυµα αυθαίρετου ϐαθµού

1

03
D

0 2 0 4 0 6 0 8 0 1 0 0d e g r e e0 . 00 . 20 . 40 . 60 . 81 . 0

avgti me( s)
I s l S t u r m Q QI s l B z I n t e g e r Z ZI s l B z B d g S t u r m Q QS l v A b e r t h Q QS t u r m S e qC O R E

Σχήµα 6.1: Τυχαία πολυώνυµα, χωρίς τετράγωνα, µε λίγες πραγµατικές ϱίζες και δυαδικό µήκος

συντελεστών 30 bits.

Στην παρούσα παράγραφο ϑα µελετήσουµε την πρακτική συµπεριφορά των αλγορίθµων του

Κεφ. 3 για την αποµόνωση των πραγµατικών ϱιζών ακέραιων πολυωνύµων σε µία µεταβλητή. Τα

πειράµατα αφορούν υλοποιήσεις των αλγορίθµων sturm, bernstein και sb.

Η υλοποίηση του sturm ϐασίζεται στον αλγόριθµο που παρουσιάσαµε στην Εν. 3.5. Για

την υλοποίηση των προσηµασµένων πολυωνυµικών υπολοίπων χρησιµοποιήσαµε τις ακολουθίες

Sturm-Habicht (Εν. 2.3) και για την αριθµητική την υλοποίηση των ακεραίων και των ϱητών της

gmp.

Η υλοποίηση του bernstein ϐασίζεται στον αλγόριθµο που παρουσιάσαµε στην Εν. 3.5, και

χρησιµοποιούµε µόνο αριθµητική ακεραίων. Το πολυώνυµο αρχικά µετατρέπεται στη ϐάση

Bernstein στο αρχικό διάστηµα που ψάχνουµε τις πραγµατικές ϱίζες και στη συνέχεια απαλοί-
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1
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D
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avgti me( s)
I s l S t u r m Q QI s l B z I n t e g e r Z ZI s l B z B d g S t u r m Q QS l v A b e r t h Q QS t u r m S e qC O R E

Σχήµα 6.2: Τυχαία πολυώνυµα, χωρίς τετράγωνα, µε λίγες πραγµατικές ϱίζες και δυαδικό µήκος

συντελεστών 50 bits.

ϕουµε τους παρανοµαστές. Στη συνέχεια η υποδιαίρεση πραγµατοποιείται µε τον αλγόριθµο

του de Casteljau, µε την εφαρµογή των απεικονίσεων SL και SR (δείτε Εν. 2.4) σε κάθε ϐήµα

υποδιαίρεσης.

Ο αλγόριθµος StBz είναι ένας συνδυασµός των αλγορίθµων sturm και bernstein, όπου εκµε-

ταλλευόµαστε την αριθµητική ευστάθεια της αναπαράστασης Bernstein. Αρχικά το πολυώνυµο

µετατρέπεται στη ϐάση Bernstein στο αρχικό διάστηµα, χρησιµοποιώντας ακριβή αριθµητική,

καθώς η µετατροπή είναι αριθµητικά ασταθής και οι συντελεστές (στη ϐάση Bernstein) του πο-

λυωνύµου µετατρέπονται σε διαστήµατα µε άκρα doubles. Ο αλγόριθµος bernstein εφαρµόζεται,

χρησιµοποιώντας αριθµούς κινητής υποδιαστολή και αριθµητική διαστηµάτων, στο πολυώνυµο

και σταµατά είτε όταν είµαστε σίγουροι ότι έχουµε υπολογίσει ένα διάστηµα που περιέχει µία

και µόνο ϱίζα είτε όταν δεν µπορούµε να αποφασίσουµε την ύπαρξη ή την µοναδικότητα µιας

πραγµατικής ϱίζας από τα πρόσηµα (�;+; ?) των συντελεστών (που είναι διαστήµατα). Σε αυ-

τή την περίπτωση, για τα διαστήµατα που έχουµε αµφιβολία, καλείται ο αλγόριθµος sturm µε

αριθµητική απεριόριστης ακρίβειας, προκειµένου να ολοκληρωθεί η διαδικασία του αλγορίθµου

αποµόνωσης.

Συγκρίνουµε µε την core και µε το mpsolve, που είναι ένα αριθµητικός αλγόριθµος επίλυσης

(numerical solver) που ϐασίζεται στην µέθοδο του Aberth [22] και έχει υλοποιηθεί από τους

Bini and Fiorentino [23]. Το mpsolve υπολογίζει κάποια προεγγιση για όλες τις µιγαδικές
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Σχήµα 6.3: Τυχαία πολυώνυµα, µε λίγες πραγµατικές ϱίζες πολλαπλότητας > 1 και δυαδικό

µήκος συντελεστών 30 bits.

ϱίζες. Προκειµένου να συνάγουµε το πλήθος αλλά και την προσέγγιση των πραγµατικών ϱιζών

ϑεωρούµε ως πραγµατικές εκείνες τις µιγαδικές των οποίων το ϕανταστικό µέρος είναι µικρότερο

από κάποια ακρίβεια που δίνεται ως είσοδο στον αλγόριθµο. Προκειµένου να πάρουµε, σε κάθε

περίπτωση, τα σωστά αποτελέσµατα πρέπει η ακρίβεια να είναι ίση µε το ϕράγµα διαχωρισµού,

το οποίο είναι όµως πολύ µικρό. Επίσης παρουσιάζουµε και τον χρόνο που απαιτείται για τον

υπολογισµό της ακολουθίας Sturm-Habicht και τον συµβολίζουµε µε StHa.

Τα δεδοµένα που έχουµε χρησιµοποιήσει 4 είναι πολυώνυµα ϐαθµού d 2 f3; : : : ; 100g και

δυαδικού µήκους συντελεστών � 2 f10; 20; 30; 40; 50g και έχουν διάφορα χαρακτηριστικά. Πιο

συγκεκριµένα οι διαφορετικές κατηγορίες πειραµάτων είναι οι εξής : η D�1 περιέχει τυχαία πο-

λυώνυµα µε λίγες πραγµατικές ϱίζες, η D�2 τυχαία πολυώνυµα µε πολλαπλές ϱίζες, η D�3 τυχαία

πολυώνυµα µε d ακέραιες ϱίζες (µε πολλαπλότητα), η D�4 τυχαία πολυώνυµα µε d ϱητές ϱίζες (µε

πολλαπλότητα), η D�5 πολυώνυµα Mignotte της µορφής xd � 2(Lx � 1)2, η D�6 πολυώνυµα που

είναι το γινόµενο δύο πολυωνύµων Mignotte και τέλος η D�7 πολυώνυµα Mignotte µε πολλαπλές

ϱίζες.

Θα παρουσιάσουµε τα πιο αντιπροσωπευτικά πειράµατα· κείνα που µας ϐοηθούν να καταλά-

ϐουµε την (πρακτική) συµπεριφορά των αλγορίθµων. Παρουσιάζουµε περάµατα στις κατηγορίες

4http://www-sop.inria.fr/galaad/data/upol/
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Σχήµα 6.4: Τυχαία πολυώνυµα, µε λίγες πραγµατικές ϱίζες πολλαπλότητας > 1 και δυαδικό

µήκος συντελεστών 50 bits.D301 , D501 , D302 , D502 , D305 , D505 , D307 και D507 . Οι χρόνοι είναι σε δευτερόλεπτα, είναι ο µέσος όρος

100 τρεξιµάτων και παρουσιάζονται στα Γραφήµατα 6.1 έως 6.8. Ο ϐαθµός των πολυωνύµων δεν

είναι πολύ µεγάλος. Ωστόσο το δυαδικό µήκος των πολυωνύµων των πειραµάτων πλησιάζει ή

ξεπερνά την ακρίβεια της µηχανής. Η πολυπλοκότητα των αλγορίθµων υποδιαίρεσης εξαρτάται

αφενός από το ϐαθµός αφετέτρου δε από το δυαδικό µήκος. Συνεπώς ένας από τους τρόπους για

να κατασκευαστούν, δύσκολα προς επίλυση πολυώνυµα, είναι να ϑεωρήσουµε µεγάλο δυαδικό

µήκος συντελεστών. Πολυώνυµα µικρού σχετικά ϐαθµού αλλά µεγάλου δυαδικού µήκους είναι

συνήθη στις εφαρµογές.

Για πολυώνυµα µε λίγες, χωρίς πολλαπλότητα και καλά διαχωρισµένες πραγµατικές ϱίζες,

αυτή είναι η περίπτωση των πειραµάτων D1, D2, η υλοποίηση sturm είναι καθαρά η χειρότερη

επιλογή, καθώς απαιτεί πάρα πολύ χρόνο για αρχικοποίηση, δηλαδή για τον υπολογισµό της

προσηµασµένης ακολουθίας πολυωνυµικών υπολοίπων. Παρατηρήστε ο χρόνος αρχικοποίησης

ξεπερνά κατά πολύ το χρόνο για όλες τις αποτιµήσεις. Ο χρόνος που καταναλώθηκε στις απο-

τιµήσεις είναι η διαφορά του συνολικού χρόνου του αλγορίθµου και της αρχικοποίησης. Από

τα γραφήµατα συµπεραίνουµε ότι για τέτοια δεδοµένα ο αλγόριθµος bernstein ή ακόµα και

αριθµητικές υλοποιήσεις πρέπει να προτιµούνται.

Ωστόσο, όταν υπάρχουν ϱίζες µε πολλαπλότητα ή όταν οι ϱίζες είναι πάρα πολύ κοντά, αυ-
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Σχήµα 6.5: Πολυώνυµα Mignotte µε δυαδικό µήκος συντελεστών 30 bits.

τή είναι η περίπτωση των D5 και D7 τότε ο χρόνος αρχικοποίησης της υλοποίησης sturm είναι

αµελητέος σε σχέση µε το χρόνο που χρειαζόµαστε για υποδιαιρέσεις και τις αποτιµήσεις. Στα

γραφήµατα που αφορούν τα πολυώνυµα των D5 και D7 η γραµµή που αντιστοιχεί στον υπολο-

γισµό της ακολουθίας υπολοίπων σχεδόν δεν ϕαίνεται. Παρατηρήστε, ότι όταν υπάρχουν πολ-

λαπλότητες τότε πρέπει να υπολογίσουµε την ακολουθίας Sturm-Habicht για κάθε αλγόριθµο

προκειµένου αφενός να ϐρούµε το χωρίς τετράγωνα µέρος του πολυωνύµου και αφετέτερου δε να

υπολογίσουµε τις πολλαπλότητες των ϱιζών. Σε τέτοιες περιπτώσεις ϕαίνεται η υβριδική υλοποίη-

ση StBz είναι αυτή που προκρίνεται καθώς αποµονώνει πολύ γρήγορα τις ϱίζες που είναι καλά

διαχωρισµένες και επίσης προσφέρει στον αλγόριθµο sturm πολύ καλά αρχικά διαστήµατα για

να αρχίσει τις υποδιαιρέσεις για τις υπόλοιπες ϱίζες.

Πρέπει να τονίζουµε ότι ούτε η core ούτε ο mpsolve υπολογίζει τις πολλαπλότητες των ϱιζών.

Εκτιµούµε ότι η προσέγγιση του StBz είναι εξαιρετικά ενδιαφέρουσα καθώς είναι γρήγορος σε

τυχαία πολυώνυµα και συγκρίσιµος µε τον sturm στα δύσκολα στιγµυότυπα και χρήζει περαιτέρω

ϑεωρητικής και πειραµατικής µελέτης.

Ο αλγόριθµος cf

Τα επόµενα πειράµατα αφορούν τον αλγόριθµο cf που παρουσιάσαµε στην Εν. 3.6. Θεωρούµε ότι

στην πράξη ο cf είναι ο γρηγορότερος αλγόριθµος και ϑα παρουσιάσουµε ξεχωριστά πειραµατικά

Ηλίας Π. Τσιγαρίδας 155



Αλγεβρικοί αλγόριθµοι και εφαρµογές στη γεωµετρία

5

05
D

0 2 0 4 0 6 0 8 0 1 0 0d e g r e e0 . 00 . 20 . 40 . 60 . 81 . 0

avgti me( s)
I s l S t u r m Q QI s l B z I n t e g e r Z ZI s l B z B d g S t u r m Q QS l v A b e r t h Q QS t u r m S e qC O R E

Σχήµα 6.6: Πολυώνυµα Mignotte µε δυαδικό µήκος συντελεστών 50 bits.

αποτελέσµατα γι΄ αυτόν πάνω σε πολυώνυµα που είναι τόσο ϑεωρητικά όσο και πρακτικά τα πιο

δύσκολα προς επίλυση.

Η υλοποίηση του αλγορίθµου cf έγινε µε τη ϐοήθεια της ϐιβλιοθήκης synaps και ϑα είναι

µέρος της στην επόµενή της µεγάλη έκδοση. ΄Οπως και οι προηγούµενοι αλγόριθµοι ϐασίζεται

µόνο σε αριθµητική ακεραιών της gmp, αλλά η υλοποίησή έχει γίνει µε πολύ προσοχή έτσι

ώστε να εκµεταλλευτούµε την ταχύτητα µερικών πολύ συγκεριµένων πράξεων. Για παράδειγµα

χρησιµοποιούµε µόνο απεικονίσεις της µορφήςX 7! 2�X καιX 7! X+1 γιατί αφενός οι ϐρόγχοι

του αλγορίθµου είναι πιο σφιχτοί και αφετετέρου υπάρχουν πολύ γρήγορες υλοποιήσεις στην

gmp για τις αντίστοιχες πράξεις. Παρ΄ όλα αυτά η υλοποίησή µας ακολουθεί το παράδειγµα του

γενικευµένου προγραµµατισµού (generic programming) και είναι συµβατή, δηλαδή µπορεί να

µεταγλωτιστεί, µε οποιαδήποτε ϐιβλιοθήκη υποστηρίζει αριθµητική µε ακεραίους απεριόριστης

ακρίβειας. Επίσης έχουµε υλοποιήσει και διαάφορα τεχνάσµατα που επιταχύνουν την επίλυση.

Για παράδειγµα στα άρτια πολυώνυµα αποµονώνουµε µόνο τις ϑετικές ϱίζες καθώς στη συνέχεια

µπορούµε εύκολα να συνάγουµε διαστήµατα αποµόνωσης για τις αρνητικές.

Τα πολυώνυµα των πειραµάτων είναι χωρίς τετράγωνα και ο ϐαθµός του είναι2 f100; 200; : : : ; 1000g.
Η πρώτη οµάδα πειραµάτων αφορά πολυώνυµα Laguerre (L), πρώτου (C1) και δεύτερου (C2) τύ-

που Chebyshev πολυώνυµα και πολυώνυµα Wilkinson (Ω). Τα πολυώνυµα αυτά έχουν πολλές

πραγµατικές ϱίζες, πολύ κοντά µεταξύ τους και είναι από τα πιο γνωστά ‘δύσκολα’ πολυώνυ-
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Σχήµα 6.7: Πολυώνυµα των οποίων το ελεύθερο τετραγώνων µέρος είναι πολυώνυµο Mignotte µε

δυαδικό µήκος συντελεστών 30 bits.

µα προς επίλυση. Επίσης παρουσιάζουµε πειράµατα µε πολυώνυµα Mignotte (M1) της µορφήςXd�2(101�X�1)2 , που έχουν 4 πραγµατικές ϱίζες αλλά οι δύο από αυτές είναι πάρα πολύ κοντά

και πολυώνυµα που είναι το γινόµενο δύο πολυωνύµων Mignotte (M2) , δηλαδή είναι της µορφής�Xd � 2(101 �X � 1)2� �Xd � 2((101 + 1101 )X � 1)2�. Αυτά τα πολυώνυµα έχουν 8 πραγµατι-

κές ϱίζες, 4 εκ των οποίων είναι πολύ κοντά. Τέλος ϑεωρούµε πολυώνυµα µε τυχαίους συντελεστές

(R1) και µονικά πολυώνυµα µε τυχαίους συντελεστές (R2) στο διάστηµα [�1000; 1000℄, τα οποία

παρήχθησαν από το maple, χρησιµοποιώντας το 101 ως γεννήτρια των ψευδοτυχαίων αριθµών.

Τα τυχαία πολυώνυµα έχουν, γενικά, λίγες και καλά διαχωρισµένες πραγµατικές ϱίζες.

Συγκρίναµε µε το rs και το mpsolve. Πρέπει να τονίσουµε ότι για το mpsolve δεν καταφέραµε

σε όλες τις περιπτώσεις να το ϱυθµίσουµε κατάλληλα προκειµένου να παράξει το ακριβή αριθµό

των πραγµατικών ϱιζών, δηλαδή δεν καταφέραµε προσδιορίσουµε την ακρίβεια εισόδου και εξό-

δου. Αν και στην synaps υπάρχουν υλοποιηµένοι πολλοί αλγόριθµοι για την επίλυση ακέραιων

πολυωνύµων, η ιδιαίτερη υλοποίηση του cf τον καθιστά σαφώς γρηγορότερο και γι΄ αυτό και δεν

συγκρίνουµε µε άλλους αλγορίθµους στην synaps. Αυτό που µπορούµε να πούµε µε ασφάλεια

είναι ότι ο πολύ µεγάλος ϐαθµός και το πολύ µεγάλο δυαδικό µήκος των πολυωνύµων των πειρα-

µάτων, τα καθιστά µη επιλύσιµα µε την παρούσα υλοποίηση του sturm που υπάρχει στη synaps,

όπως και µε αυτή της core. Τα αποτελέσµατα των πειραµάτων παρουσιάζονται στον Πίνακα 6.3,
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Σχήµα 6.8: Πολυώνυµα των οποίων το ελεύθερο τετραγώνων µέρος είναι πολυώνυµο Mignotte µε

δυαδικό µήκος συντελεστών 50 bits.

όπου οι χρόνοι είναι σε δευτερόλεπτα. Ο αστερίσκος (*) δηλώνει ότι ο υπολογισµός δεν τελείωσε

µετά από 12000s και το αγγλικό ερωτηµατικό (?) ότι δεν µπορέσαµε να ϱυθµίσουµε κατάλληλα

το mpsolve.

Για τα πολυώνυµα (M1) και (M2) υπάρχουν ϱητοί αριθµοί, µε πολύ απλή ανάπτυξη σε συνεχή

κλάσµατα, που ϐρίσκονται ανάµεσα στις πραγµατικές ϱίζες που είναι πολύ κοντά. Αυτός είναι

ο λόγος που το cf είναι πάρα πολύ γρήγορο σε αυτά τα στιγµυότυπα. Αξίζει να τονίσουµε

ότι τα πολυώνυµα Mignotte ϑεωρούνται τα πιο δύσκολα τεστ για τους αλγόριθµους αποµόνωσης

πραγµατικών ϱιζών. Αυτά τα πολυώνυµα είναι πάρα πολύ δύσκολα για το rs. Στο (M1) το mpsolve

είναι το γρηγορότερο λογισµικό, αλλά στο (M2) που οι κοντινές ϱίζες είναι 4, είναι πιο αργό από

το cf. Το cf είναι επίσης πολύ γρήγορο στα πολυώνυµα Wilkinson καθώς από τη στιγµή που

ϑα ϐρούµε µία (την πρώτη) ϱίζα τότε οι απεικονίσεις της µορφής X 7! X + 1 πολύ γρήγορα µας

επιτρέπουν να ϐρούµε και όλες τις υπόλοιπες (δείτε Εν. 3.6). Το mpsolve δεν καταφέραµε να

το ϱυθµίσουµε σε αυτά τα πολυώνυµα. Στα (L), (C1) και (C2) το cf είναι συγκρίσιµο µε το rs

και για µια ακόµα ϕορά αντιµετωπίσαµε ανυπέρβλητες δυσκολίες µε το mpsolve. Τα πολυώνυµα

στα (R1) και (R2) έχουν λίγες και καλά διαχωρισµένες ϱίζες, γι΄ αυτό το λόγο το rs µπορεί να τις

διαχωρίσει πάρα πολύ γρήγορα µε µόνο 63 bits ακρίβεια στη χειρότερη περίπτωση. Το mpsolve

είναι ακόµα γρηγορότερο σε αυτά τα πολυώνυµα. Ωστόσο, ακόµα και σε αυτή την περίπτωση το
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100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

L

cf 0.27 2.24 9.14 25.27 55.86 110.13 214.99 407.09 774.22 1376.34

rs 0.65 3.65 13.06 35.23 77.21 151.17 283.43 527.42 885.86 1387.45

#roots 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

C1

cf 0.11 0.85 3.16 8.61 19.67 38.23 77.75 139.18 247.11 414.51

rs 0.21 1.36 3.80 10.02 23.15 46.02 82.01 150.01 269.35 458.67

#roots 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

C2

cf 0.11 0.77 3.14 8.20 19.28 38.58 73.59 133.52 233.48 386.61

rs 0.23 1.48 3.80 9.84 23.28 46.34 83.58 146.04 273.00 452.77

#roots 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

W

cf 0.11 0.76 2.54 6.09 12.07 21.43 34.52 53.35 81.88 120.21

rs 0.09 0.59 2.25 6.34 14.62 29.82 55.47 104.56 179.23 298.45

#roots 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

M1

cf 0.02 0.08 0.21 0.42 0.73 1.19 1.84 2.75 4.16 6.22

rs 7.83 287.27 1936.48 7328.86 * * * * * *

mpsolve 0.01 0.04 0.07 0.11 0.12 0.26 0.43 0.37 0.47 0.90

#roots 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4

M2

cf 0.08 0.43 1.10 2.78 4.71 8.67 18.26 25.28 40.15 60.10

rs 1.24 144.64 1036.785 4278.275 12743.79 * * * * *

mpsolve 0.04 0.78 3.24 ? ? ? ? ? ? ?

#roots 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8

R1

cf 0.001 0.04 0.07 0.33 0.06 0.37 0.66 0.76 1.03 1.77

rs 0.026 0.09 0.11 0.68 0.22 0.89 0.95 0.69 1.55 2.09

mpsolve 0.02 0.03 0.07 0.14 0.21 0.31 0.44 0.51 0.64 0.80

#roots 4 4 2 6 2 4 4 2 4 4

R2

cf 0.01 0.04 0.08 0.36 0.14 0.38 0.74 0.77 1.24 1.42

rs 0.05 0.23 0.47 1.18 0.81 1.64 2.68 3.02 4.02 4.88

mpsolve 0.01 0.05 0.08 0.14 0.23 0.33 0.44 0.55 0.67 0.83

#roots 4 4 4 6 4 4 6 4 6 4

Πίνακας 6.3: Πειραµατικά αποτελέσµατα για τον αλγόριθµο cf.

cf είναι τουλάχιστον συγκρίσιµο µε τις άλλες δύο υλοποιήσεις.

Επίσης, πειραµατιστήκαµε µε ένα ακέραιο πολυώνυµο που εµφανίζεται στο κατηγόρηµα �3
στον υπολογισµό του διαγράµµατος Voronoi ελλείωεων στο επίπεδο (Εν. 7.3). Το πολυώνυµο έχει

ϐαθµό 184, δυαδικό µήκος συντελεστών 903 και έχει 8 πραγµατικές ϱίζες. Το cf το επιλύσει σε

0.12s, το rs σε 0.3s και το mpsolve σε 1.7s.

Οι χρόνοι του rs για τα πειράµατα (L), (C1) και (C2) µπορούν να γίνουν κατά 30% γρηγορό-

τεροι αν πειραµατιστούµε µε τις παραµέτρους του5. Ωστόσο, το rs χρησιµοποιεί ϕίλτρα, ενώ η

υλοποίηση του ςφ όχι, οπότε µπορούµε να πούµε ότι οι δύο υλοποιήσεις είναι συγκρίσιµες.

Τα αποτελέσµατα του αλγορίθµου cf είναι πολύ ελπιδοφόρα. Πιστεύουµε ότι αν χρησιµο-

ποιήσουµε ϕίλτρα και συµβολικές-αριθµητικές τεχνικές [230] οι χρόνοι του ϑα ϐελτιωθούν ακόµα

περισσότερο. Επίσης, η υλοποίηση του cf στηρίζεται σε κάτω ϕράγµατα στις ϑετικές πραγµατικές

ϱίζες. Πιστεύουµε ότι αν χρησιµοποιηθεί το ϕράγµα του Stefanescu (δείτε Θεωρ. 3.19) ϑα έχουµε

δραµατική ϐελτίωση.

5Προσωπική επικοινωνία µε τον F. Rouillier
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Πολυωνυµικά συστήµατα σε δύο µεταβλητές

Τα πειραµατικά αποτελέσµατα που ϑα παρουσιάσουµε στη συνέχεια αφορούν την πραγµατική

επίλυση πολυωνυµικών συστηµάτων σε δύο µεταβλητές.

Συστήµατα πολυωνύµων ϐαθµού � 2
Σκοπός των πειραµάτων είναι να ελένξουµε στην πράξη τη συµπεριφορά των συµβολικών αλγο-

ϱίθµων της Εν. 5.5 για την επίλυση πολυωνυµικών συστηµάτων σε δύο µεταβλητές συνολικού

ϐαθµού � 2.

Τα πειράµατα εκτελούνται ως εξής : από µία λίστα µε πολυώνυµα σε δύο µεταβλητές επιλέ-

γουµε τυχαία δύο από αυτά και επιλύουµε στους πραγµατικούς το σύστηµα που ορίζουν. Οι

λίστες των πολυωνύµων είναι δύο κατηγοριών. Η κατηγορία Α περιέχει 1000 πολυώνυµα σε δύο

µεταβλητές, µε ακέραιους συντελεστές επιλεγµένους οµοιόµορφα από το διάστηµα [�10; 10℄. Τα

συστήµατα που ορίζονται δεν έχουν, γενικά, πραγµατικές λύσεις. Πιο συγκεκριµένα κάθε πο-

λυώνυµο της κατηγορίας Α, έχει κοινά (πραγµατικά) σηµεία µε 135 άλλα στη λίστα, κατά µέσο

όρο. Η κατηγορία Β περιέχει 1000 πολυώνυµα σε δύο µεταβλητές που είναι κωνικές τοµές. Τα

πολυώνυµα κατασκευάστηκαν µε παρεµβολή από 5 ακέραια σηµεία επιλεγµένα τυχαία από το

χωρίο [�10; 10℄ � [�10; 10℄. Κάθε κωνική τοµή έχει κοινά (πραγµατικά) τοµές µε 970 άλλες στη

λίστα, κατά µέσο όρο.

Συγκρίναµε το s3 µε το newmac, το sth, το res και το gbrs. Το newmac [202] είναι η υλοποίη-

ση ενός γενικού σκοπού αλγορίθµου για την επίλυση τετράγωνων πολυωνυµικών συστηµάτων,

οποιουδήποτε ϐαθµού και πλήθους µεταβλητών. Βασίζεται σε µια παραλλαγή των ϐάσεων Gröb-

ner, τις κανονικές µορφές (normal forms) [198, 201]. Η επίλυση του συτήµατος ανάγεται σε

ένα πρόβληµα ιδιοτιµών και ιδιοδιανυσµάτων το οποίο επιλύεται µε τη ϐοήθεια της ϐιλιοθήκης

lapack. Το newmac υπολογίζει όλες τις µιγαδικές λύσεις του συστήµατος και είναι µέρος της

synaps.

Το sth, επίσης στη synaps, ϐασίζεται στις ακολουθίες Sturm-Habicht και στην ουσία υλο-

ποιεί τον αλγόριθµο που προτείνουν οι González-Vega and El Kahoui [116], Gonzalez-Vega and

Necula [117] για τον υπολογισµό της τοπολογίας επίπεδων πραγµατικών αλγεβρικών καµπυλών.

Προκειµένου να υπολογίσει τις τεταγµένες των πραγµατικών λύσεων χρησιµοποιεί µια αριθµητι-

κή προσέγγιση των τετµηµένων. Η υλοποίηση ϐασίζεται σε double και δεν δίνει πάντοτε τα σωστά

αποτελέσµατα.

Το res είναι ένας αλγόριθµος για τον επίλυση πολυωνυµικών συστηµάτων σε δύο µεταβλητές

[43], ο οποίος µε τη ϐοήθεια του πίνακα Bézout ανάγει την επίλυση του συστήµατος σε ένα

γενικευµένο πρόβληµα ιδιοτιµών και ιδιοδιανυσµάτων το οποίο επιλύεται µε την ϐιβλιοθλήκη

lapack. Η υλοποίηση ϐασίζεται σε double και δεν δίνει πάντοτε τα σωστά αποτελέσµατα.

Το gbrs είναι επέκταση του rs και υλοποιεί αλγορίθµους που ϐασίζονται στις ϐάσεις Gröbner

και στη ϱητή αναπαράσταση µε πολυώνυµο σε µία µεταβλητή (rational univariate representa-

tion) [229]. ΄Οπως και για το rs, ο πηγαίος κώδικας δεν είναι διαθέσιµος και το εκτελέσιµο το

χρησιµοποιήσαµε διαµέσου του maple. Το gbrs δεν υπολογίζει τις πολλαπλότητες των λύσεων.

΄Οπως και στην περίπτωση της επίλυσης σε µία µεταβλητή, συµβολίζουµε την υλοποίηση του

αλγορίθµου της Εν. 5.5 µε s3 και µε fs3 όταν χρησιµοποιούµε αριθµητική ϐασισµένη στον τύπο

Lazy_exact_nt.
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msec Α Β

s3 0.17 0.18fs3 0.14 0.54

gbrs 6.40 6.90

sth 0.51 0.57

res 0.36 -

newmac 3.19 3.26

Πίνακας 6.4: Επίλυση πολυωνυµικού συστήµατος σε δύο µεταβλητές, πολυωνύµων συνολικού

ϐαθµού � 2.

Τα αποτελέσµατα των πειραµάτων παρουσιάζονται στον Πίνακα 6.4, όπου οι χρόνοι είναι σε

msec και είναι ο µέσος όρος από 10000 τρεξίµατα.

Παρατηρούµε ότι οι χρόνοι του s3 είναι σχεδόν οι ίδιοι και για τις δύο κατηγορίες πειραµάτων.

Αυτό εξηγείται από το γεγονός ότι το πιο χρονοβόρο τµήµα του αλγορίθµου είναι η προβολή στους

άξονες. Ο χρόνος που απαιτείται για το ταίριασµα των ϱιζών είναι αµελητέος. Επίσης, πρέπει

να τονίσουµε ότι η προσέγγισή µας είναι ακριβής, µε την έννοια ότι παράγει ορθογώνια χωρία

στα οποία κείται (εγγυηµένα) µία και µόνο µία λύση του συστήµατος, τα χωρία έχουν ϱητά άκρα

και η πολλαπλότητα της λύσης επίσης είναι έξοδος. Τέτοια έξοδο δεν παράγουν τα sth και

res και µάλιστα το res δεν µπορεί να επιλύσει τα συστήµατα της στήλης Β, καθώς η ακρίβεια

που απαιτείται ξεπερνά αυτή που µπορεί να χειριστεί η ϐιβλιοθήκη lapack. Οι µεγάλοι χρόνοι

του newmac οφείλονται κυρίως στο γεγονός ότι υπολογίζει τις µιγαδικές λύσεις του συστήµατος.

Γι΄ αυτό και οι χρόνοι του είναι σχεδόν οι ίδιοι για τα πειράµατα Α και Β καθώς και στις δύο

περιπτώσεις υπολογίζει 4 ϱίζες. Για το gbrs δεν µπορούν να εξαχθούν ασφαλή συµπεράσµατα

καθώς η επιβάρυνση που οφείλεται στο maple είναι εξεραιτικά σηµαντική για τόσο γρήγορους

υπολογισµούς.

Συµπερασµατικά το s3 ϕαίνεται ότι είναι η πιο γρήγορη υλοποίηση καθώς µε κάποιο προκα-

ϑορισµένο αριθµό πράξεων αποµονώνει τις πραγµατικές λύσεις του συστήµατος και υπολογίζει

τις πολλαπλότητές τους. Τα ϕίλτρα που χρησιµοποιεί το fs3 ϐοηθούν στη γενική περίπτωση,

όταν δηλαδή οι πραγµατικές λύσεις είναι λίγες, αλλά σε αντίθετη περίπτωση αποτυγχάνουν και

σχεδόν διαπλασιάζουν το χρόνο εκτέλεσης.

Συστήµατα πολυωνύµων αυθαίρετου ϐαθµού

Σε αυτή την ενότητα ϑα παρουσιάσουµε πειραµατικά αποτελέσµατα σχετικά µε τους δύο αλγο-

ϱίθµους, naive_solve και mrur_solve, επίλυσης πολυωνυµικών συστηµάτων σε δύο µεταβλητές
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Σχήµα 6.9: Γραφική παράσταση των δύο αλγεβρικών καµπυλών που αντιστοιχούν στο σύστηµα(M4). Οι λύσεις του συστήµατος είναι (0;�1) και (1; 0). Το καµπυλωµένο τετράγωνο αντιστοιχεί

στο δεύτερο πολυώνυµο του συστήµατος.

που παρουσιάσαµε στο Κεφ. 4. Τα πειράµατα αφορούν τα παρακάτω πολυωνυµικά συστήµατα :(R1) � 1 + 2X � 2X2Y � 5XY +X2 + 3X2Y = 02 + 6X � 6X2Y � 11XY + 4X2 + 5X3Y = 0(R2) � X3 + 3X2 + 3X � Y 2 + 2Y � 2 = 02X + Y � 3 = 0(R3) � X3 � 3X2 � 3XY + 6X + Y 3 � 3Y 2 + 6Y � 5 = 0X + Y � 2 = 0(M1) � Y 2 �X2 +X3 = 0Y 2 �X3 + 2X2 �X = 0(M2) � X4 � 2X2Y + Y 2 + Y 4 � Y 3 = 0Y � 2X2 = 0(M3) � X6 + 3X4Y 2 + 3X2Y 4 + Y 6 � 4X2Y 2 = 0Y 2 �X2 +X3 = 0(M4) � X9 � Y 9 � 1 = 0X10 + Y 10 � 1 = 0(D1) � X4 � Y 4 � 1 = 0X5 + Y 5 � 1 = 0(D2) � �312960 � 2640X2 � 4800XY � 2880Y 2 + 58080X + 58560Y = 0�584640 � 20880X2 + 1740XY + 1740Y + 274920X � 59160Y = 0
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msec R1 R2 R3 M1 M2 M3 M4 D1 D2
naive_solve 10 1 1 2 3 433 5010 50 1

mrur_solve 1 1 0.1 1 1 44 1010 11 1

newmac 6 2 3 3 3 20 1020 20 20

res 0.3 0.3 0.6 0.6 01.2 8.4 150 - 0.5

sth 1 0.2 0.2 0.5 0.4 1.3 - 280 0.4

gbrs 24 22 21 18 23 28 25 25 27

Πίνακας 6.5: Επιλύση πολυωνυµικών συστηµάτων σε δύο µεταβλητές.

Τα συστήµατα Rf1;2;3g είναι από την εργασία των Keyser et al. [153], τα συστήµατα Mf1;2;3;4g
από την εργασία των Busé et al. [43].

Συγκρίναµε τις υλοποιήσεις µας µε το newmac, το res, το sth και το gbrs. Τα αποτελέσµατα

παρουσιάζονται στον Πίνακα 6.5, όπου οι χρόνοι είναι σε msec και είναι ο µέσος όρος από 100

τρεξίµατα.

Για µια ακόµα ϕορά πρέπει να τονίσουµε ότι η προσέγγισή µας είναι ακριβής και δεν στη-

ϱίζεται/εξαρτάται από προσεγγίσεις όπως τα sth, res και newmac. Το naive_solve είναι αρκετά

ανταγωνιστικό για όλα τα συστήµατα ενώ το mrur_solve σχεδόν πάντα πιο γρήγορο ακόµα και

από υλοποιήσεις που στηρίζονται σε αριθµητική µε double.

Ιδιαίτερη προσοχή πρέπει να δειχθεί στο σύστηµαM4, δείτε Σχ. 6.9. Οι λύσεις του συστήµατος

είναι (0;�1) και (1; 0) µε πολλαπλότητα 9 και οι δύο. Το σύστηµα είναι σε γενική ϑέση, οπότε όλοι

οι αλγόριθµοι µπορούν να το επιλύσουν χωρίς να εφαρµόσουµε κάποια τυχαία µετατόπιση. Λόγω

της πολύ µεγάλης πολλαπλότητας των ϱιζών το sth δεν µπορεί να το επιλύσει καθώς δεν επαρκεί

η ακρίβεια των double και το res δίνει ως πρώτη λύση την (�0:01; 1) η οποία έχει πολύ µεγάλο

σφάλµα. Ο υπερβολικά µεγάλος χρόνος που απαιτεί το newmac για να επιλύσει το σύστηµα

ερµηνεύεται από το γεγονός ότι πρέπει να υπολογίσει τις ιδιοτιµές ενός πίνακα 90 � 90. Το sth

δεν µπορεί να επιλύσει το σύστηµα καθώς δεν επαρκεί η ακρίβεια των double. Το mrur_solve

είναι αρκετά ανταγωνιστικό σε αυτό το σύστηµα. Ωστόσο, το γρηγορότερο λογισµικό είναι το gbrs

καθώς η ϐάση Gröbner του συστήµατος υπολογίζεται πάρα πολύ γρήγορα.

Παρατηρήσαµε ότι ο περισσότερος χρόνος των υλοποιήσεων naive_solve και mrur_solve

σπαταλάται για τον υπολογισµό των δύο προβολών, στον X και στον Y άξονα και στην επίλυσής

τους και όχι στο ταίριασµα των λύσεων.. Στα πειράµατα µας επιλύουµε τα πολυώνυµα σε µία

µεταβλητή µε τον αλγόριθµο sturm. Προφάνως κάποιος πιο γρήγορος αλγόριθµος πρέπει να

χρησιµοποιηθεί, όπως για παράδειγµα ο bernstein ή ο cf.

΄Οσον αφορά την προσέγγιση των Keyser et al. [153], αναφέρουν ότι σε ένα πιο γρήγορο

µηχάνηµα µε 3GHz CPU, οι χρόνοι τους για να επιλύσουν τα συστήµατα R1; R2 και R3 είναι

2590, 86.5 και 103 msec αντίστοιχα. ∆ιαφαίνεται ότι η προσέγγισή µας είναι πιο γρήγορη, αλλά

πιο εµπεριστατωµένη πειραµατική µελέτη χρειάζεται.

Συµπερασµατικά, οι υλοποιήσεις των naive_solve και mrur_solve είναι αρκετά ελπιδοφόρες,

αν και οι χρόνοι τους απέχουν από ώριµα πακέτα λογισµικού όπως το gbrs.

Ηλίας Π. Τσιγαρίδας 163





κεφαλαιο 7

Εφαρµογές στην γεωµετρία

As long as algebra and geometry

have been separated, their

progress have been slow and

their uses limited; but when

these two sciences have been

united, they have lent each

mutual forces, and have marched

together towards perfection.

Joseph-Louis Lagrange

Περίληψη

Παρουσιάζουµε τα ϐασικά κατηγορήµατα που απαιτούνται από τους αλγορίθµους για τον υπολογισµό

της διάταξης ελλειπτικών τόξων στο επίπεδο και του Voronoi διαγράµµατος ελλείψεων στο επίπεδο.

Τα αποτελέσµατα παρουσιάστηκαν στις εργασίες [96, 98, 99].

Τ
α καµπύλα αντικείµενα γίνονται ολοένα και πιο σηµαντικά για την υπολογιστική γεωµε-

τρία. ΄Ισως ο πιο σηµαντικός λόγος είναι ότι εµφανίζονται σε ένα πλήθος από εφαρµογές

όπως το CAD, η µοριακή ϐιολογία, τα γεωγραφικά συστήµατα πληροφοριών (GIS), η ϱοµ-

ποτική... Η εργασία µας ανήκει µια γενικότερη προσπάθεια για την επέκταση των υπαρχόντων

αλγορίθµων και του υπάρχοντος λογισµικού έτσι ώστε να είναι εφικτοί και αποδοτικοί οι (γεω-

µετρικοί) υπολογισµοί µε καµπύλα αντικείµενα. Μια σύγχρονη επισκόπηση αυτής της σχετικάς

νέας και συναρπαστικής ερευνητικής περιοχής παρουσιάζεται από τους Boissonnat and Teillaud

[30].

Στο παρόν κεφάλαιο ϑα ασχοληθούµε µε τα κατηγορήµατα που παρουσιάζονται στους αλ-

γορίθµους για τον υπολογισµό διατάξεων ελλείψεων στο επίπεδο και για το υπολογισµό του

διαγράµµατος Voronoi ελλείψεων στο επίπεδο.
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Τι είναι όµως τα κατηγορήµατα ; Είναι οι ϐασικές γεωµετρικές πράξεις που απαιτούνται από

τους γεωµετρικούς αλγορίθµους, όπως για παράδειγµα η λεξικογραφική σύγκριση σηµείων, ο

υπολογισµός της ϑέσης ενός σηµείου ως προς το σύνορο ενός γεωµετρικού αντικειµένου, η διάτα-

ξη γεωµετρικών αντικειµένων κατά µήκος µιας κατακόρυφης ευθείας, ο υπολογισµός των σηµείων

τοµής γεωµετρικών αντικειµένων... Στην περίπτωση των καµπύλων αντικειµένων (και όχι µόνο)

τα κατηγορήµατα ανάγονται στον χειρισµό χειρισµό ϱιζών πολυώνυµων και πολυωνυµικών συ-

στηµάτων, δηλαδή σε αλγεβρικούς υπολογισµούς. Οι υπάρχουσες ϐιβλιοθήκες, όπως η core 1 ή

η leda 2 προτείνουν τύπους οι οποίοι υποστηρίζουν ακριβείς (exact) συγκρίσεις πραγµατικών αλ-

γεβρικών αριθµών, υπό την προϋπόθεση ότι αυτοί καθορίζονται από µια έκραση η οποία περιέχει

ϱιζικά και προσφάτως ϱίζες πολυωνύµων σε µία µεταβλητή (οι αντίστοιχοι τελεστές είναι rootOf

και diamond αντίστοιχα). Αυτοί οι υπολογισµοί ϐασίζονται σε συνεχείς ϐελτιώσεις αριθµητικών

προσεγγίσεων µε αριθµητική κινητής υποδιαστολής και σε ϕράγµατα διαχωρισµού (separation

bounds) [41, 172, 173]. Η κλάση γνωρισµάτων της cgal για κωνικές τοµές στο πακέτο για τις

διατάξεις ϐασίζεται σε αριθµούς µε αυτά τα χαρακτηριστικά. Εναλλακτικές προσεγγίσεις προκει-

µένου να επιτευχθεί η ακριβής σύγκριση πραγµατικών αλγεβρικών αριθµών µε αποτελεσµατικό

τρόπο, επιτυγχάνεται µε το να υπολογίσουµε πρόσηµα συγκεκριµένων πολυωνυµικών εκφρά-

σεων στα δεδοµένα εισόδου. Μια τέτοια προσέγγιση παρουσιάστηκε από τους Devillers et al.

[70], Karavelas and Emiris [148] για πολυώνυµα ϐαθµού 2 και από τους Emiris and Tsigaridas

[88, 90, 92] για ϐαθµό µέχρι 4. Αυτή η προσέγγιση ϐασίζεται σε αλγεβρικά εργαλεία όπως οι

ακολουθίες Sturm, η επιλύσουσα, ο κανόνας προσήµων του Descartes και είναι αυτή που ϑα

χρησιµοποιήσουµε για τα κατηγορήµατα που ϑα παρουσιάσουµε.

Η υλοποίηση των αλγορίθµων µε τους οποίους ασχολούµαστε ϐασίζεται στη ϐιβλιοθήκη c-

gal 3. Η cgal είναι η πιο γνωστή και ευρέως χρησιµοποιούµενη ϐιβλιοθήκη για γεωµετρικούς

υπολογισµούς. Ο κώδικάς της είναι σε C++ και είναι ανοιχτό λογισµικό (open source).

7.1 Περί των ελλείψεων

Θεωρούµε µια έλλειψη στην πεπλεγµένη µοφρή της :E : f(x; y) = ax2 + 2bxy + y2 + 2dx+ 2ey + f 2 Q [x; y℄ (7.1)

όπου ισχύει a  6= 0. ΄Εστω ότι το µήκος του µεγάλου και του µικρού άξονα είναι 2� και 2� αντί-

στοιχα, και έστω (x; y) το (ϱητό) κέντρο της έλλειψης. Η αντίστοιχη παραµετρική αναπαράσταση

1www.cs.nyu.edu/exact/core/
2www.algorithmic-solutions.com/enleda.htm
3www.cgal.org
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της έλλειψης δίνεται από τις εξισώσεις :x(t) = x + ��1�w21 +w2��1� t21 + t2�� �� 2w1 +w2�� 2t1 + t2�= x + ��(1�w2)t2 � 4�wt+ �(1�w2)(1 +w2)(1 + t2)y(t) = y + �� 2w1 +w2��1� t21 + t2�+ ��1�w21 +w2�� 2t1 + t2�= y + 2��wt2 + �(1�w2)t+ �w(1 +w2)(1 + t2) ; (7.2)

όπου t = tan(�=2) 2 (�1;1), � είναι η γωνία που διατρέχει η έλλειψη, w = tan(!=2) και! είναι η γωνία στροφής ανάµεσα στον κύριο άξονα της έλλειψης και τους κάθετους άξονες.

Η παραµετρική αναπαράσταση αφήνει έξω ένα σηµείο της περιφέρειας της έλλειψης, το οποίο

ονοµάζουµε i-point.

Η συµµετρική έλλειψη, µε κέντρο συµµετρίας το κέντρο της έλλειψης, καθορίζεται από τις

(παραµετρικές) εξισώσεις : x(t) = �x(�t) + 2xy(t) = �y(t) + 2y
και την ονοµάζουµε δίδυµη έλλειψη (twin ellipse). Κάθε σηµείο της έλλειψης, του i-point συµ-

περιλαµβανοµένου, είναι διαφορετικό από το αντίστοιχό του στη δίδυµη έλλειψη. Συµβολίζουµε

µε Et(�; �;w; x; y) ή απλούστερα µε Et µια έλλειψη η οποία έχει ως παράµετρο το t και µε Et
τη δίδυµή της. Οι συντελεστές της (7.1) µπορούν να ϑεωρηθούν ως πολυώνυµα µε µεταβλητές

τους συντελεστές της (7.2). Πιο συγκεκριµένα :� = yw2 + 2xw � y =xw2 � 2yw � x(1 +w2)2a =4w2�2 + (w � 1)2(w + 1)2�2(1 +w2)2b =2(� � �)(�+ �)w(w � 1)(w + 1)(1 +w2)2 =4w2�2 + (w � 1)2(w + 1)2�2(1 +w2)2d = � 2w��2 � (w � 1)(w + 1) �2(1 +w2)2e = + 2w �2 � (w � 1)(w + 1)��2(1 +w2)2f =�2�2 +  2�2 � (1 +w2)2�2�2
(7.3)

Παρατηρούµε ότι οι εξισώσεις των � και  εκφράζουν τις εξισώσεις ευθειών που διατρέχουν τον

µεγάλο και τον µικρό άξονα της έλλειψης, όταν αυτές αποτιµηθούν πάνω στο σηµείο (x; y). Οι

ποσότητες J1 = a+  = �2 + �2; J2 = a� b2 = �2�2
είναι αναλλοίωτες ως προς τη στροφή και τη µετατόπιση, ενώ η J4 = J2(x2 + y2 � J1) είναι

αναλλοίωτη ως προς τη στροφή. Επίσης, οι συντεταγµένες του κέντρου δίνονται από τους τύπουςx = (be� d)=J2; y = (bd� ae)=J2
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΄Οταν η έλλειψη µας δίνεται µε την παραµετρική της µορφή, ή κατασκευαστικά µε τους άξο-

νες στροφής, το κέντρο της και το w, οι εξισώσεις (7.3) µας επιτρέπουν να υπολογίσουµε την

πεπλεγµένη µορφή.

7.2 ∆ιατάξεις κωνικών τοµών στο επίπεδο

Η διάταξη (arragement) γεωµετρικών αντικειµένων είναι ένα από τα πιο γνωστά προβλήµατα

και καλά µελετηµένα στην υπολογιστική γεωµετρία. ∆οθέντος µιας συλλογής S από γεωµτρικά

αντικείµενα, για παράδειγµα ευθείες, κύκλους, κωνικές τοµές, σφαίρες, η διάταξή τους A(S)
είναι η διαµέριση του χώρου στον οποίο ανήκουν σε κελιά, τα οποία επάγονται από τα γεωµετρικά

αντικείµενα. Στο επίπεδο η διάταξη γεωµετρικών αντικειµένων, επάγει ένα επίπεδο γράφο, ο

οποίος έχει ως κορυφές τις τοµές των γεωµετρικών αντικειµένων και ως ακµές τα µέγιστα τµήµατα

των συνόρων των γεωµετρικών αντικειµένων που δεν περιέχουν καµία κορυφή. ΄Ενα παράδειγµα

διάταξης ελλειπτικών τόξων στο επίπεδο παρουσιάζεται στο Σχ. 7.2 Για περισσότερες λεπτοµέρειες

ο αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει στη ϐιβλιογραφία, για παράδειγµα [105, 126].

Στην παρούσα ενότητα ϑα ασχοληθούµε µε τη διάταξη ελλείψεων και ελλειπτικών τόξων στο

επίπεδο και πιο συγκεκριµένα µε τα κατηγορήµατα που χρειάζονται οι αλγόριθµοι που υπλο-

γίζουν τη διάταξη. Η προσπάθειά µας εντάσσεται σε µια γενικότερη προσπάθεια επέκτασης της

ϐιβλιοθήκης cgal και εφοδιασµού της µε έναν πυρήνα για καµπύλα αντικείµενα και υπολο-

γισµούς µε αυτά. ΄Ενας τέτοιος πυρήνας ϐασίζεται σε πραγµατικούς αλγεβρικούς αριθµούς, σε

επίλυση πολυωνυµικών εξισώσεων και συστηµάτων ϕραγµένου ϐαθµού. Τελικός µας στόχος εί-

ναι να παρουσιάσουµε µια αποτελεσµατική επέκταση της cgal έτσι ώστε να µπορεί να χειριστεί

καµπύλα αντικείµενα.

Οι υπάρχουσες εργασίες στη διάταξη (arrangement) καµπυλών στο επίπεδο περιλαµβάνουν

τη ϐιβλιοθήκη exacus 4 [17] όπως και το αντίστοιχο πακέτο στη cgal [266]. Και οι δύο προσεγγί-

σεις υπολογίζουν τη διάταξη αυθαίρετων κωνικών τοµών αλλά µόνο η δεύτερη προσέγγιση είναι

διαθέσιµη ελεύθερα. ΄Οσο αφορά τη διάταξη επιφανειών ο αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει στη

ϐιβλιογραφία [19, 113].

Τα κατηγορήµατα που ϑα παρουσιάζουµε καλύπτουν τόσο τον αυξητικό όσο και τον αλγόριθµο

σάρωσης (sweep-line). Για περισσότερες λεπτοµέρειες σχετικά µε τους αλγορίθµους υπολογισµ-

µού διατάξεων ο αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει στη ϐιβλιογραφία [29, 67, 105, 126, 219].

Αναπαράσταση των ελλείψεων

Προκειµένου να αναπαραστήστουµε µια έλλειψη ή ένα ελλειπτικό τόξο µε κάποια δοµή µιας

γλώσσας προγραµµατισµού (στην περίπτωσή µας C++) κάνουµε τις ακόλουθες παραδοχές :

• ΄Ενα ελλειπτικό τόξο είναι µια καµπύλη η οποία αναπαρίσταται από το πολυώνυµο σε δύο

µεταβλητές, όπως στην (7.1), που αντιστοιχεί στην εξίσωση της έλλειψης που το ορίζει και

δύο σηµεία που είναι τα άκρα του.

4http://www.mpi-sb.mpg.de/projects/EXACUS
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• ΄Ενα ελλειπτικό τόξο είναι x-µονότονο, εκτός αν είναι αρχική είσοδος στον αλγόριθµό µας.

Αναπαρίσταται από την αντίστοιχη κωνική τοµή και από µία µεταβλητή Boolean η οποία

δείχνει αν µας ενδιαφέρει το πάνω ή το κάτω µέρος.

• Οι συντεταγµένες των άκρων ενός ελλειπτικού τόξου (όπως και όλων των σηµείων που εµ-

ϕανίζονται στον αλγόριθµο υπολογισµού της διάταξης) αντιστοιχούν σε πραγµατικούς αλ-

γεβρικούς αριθµούς ϐαθµού � 4, χωρίς να αποκλείεται η περίπτωση ακεραίων ή ϱητών.

Κατηγορήµατα για τη διάταξη κωνικών τοµών

Θα παρουσιάσουµε τη ϑεωρητική ϑεµελίωση και την υλοποίηση των κατηγορηµάτων που απαι-

τούνται για την υλοποίηση αλγορίθµων διάταξης κωνικών τοµών. Θα χρησιµοποιήσουµε τα απο-

τελέσµατα του Κεφ. 5. Η στρατηγική µας έγκειται στο να ανάγουµε συγκεκριµένα κατηγορήµατα

σε άλλα, προκειµένου να µειώσουµε στο ελάχιστο τον αριθµό των κατηγορηµάτων που χρειάζον-

ται.

compare_x και compare_y

Στόχος των κατηγορηµάτων είναι να συγκρίνουν λεξικογραφικά τις συντεταγµένες δύο σηµείων

που εµφανίζονται κατά τη διάρκεια του αλγορίθµου. Τα σηµεία προκύπτουν ως τοµές δύο ελ-

λειπτικών τόξων. Τα ελλειπτικά τόξα αναπαρίστανται ως πολυώνυµα δύο µεταβλητών, όπως στην

εξίσωση (7.1) και τα σηµεία τοµής υπολογίζονται αν επιλύσουµε το πολυωνυµικό σύστηµα που

ορίζουν οι δύο εξισώσεις τους. Γιαυτό χρησιµοποιούµε τον αλγόριθµο της Εν. 5.5. Οι λύσεις

του συστήµατος είναι πραγµατικοί αλγεβρικοί αριθµοί ϐαθµού � 4 και προκειµένου να τους

συγκρίνουµε χρησιµοποιούµε τους αλγορίθµους της Εν. 5.3. Παρατηρούµε ότι η σύγκριση έχει

πολυπλοκότητα O(1).
make_x_monotone

Στόχος του κατηγορήµατος είναι να ‘κόψει’ µια έλλειψη (ή ένα ελλειπτικό τόξο) σε x-µονότονα

τµήµατα. Τα τµήµατα αυτά οριοθετούνται από εκείνα τα σηµεία της έλλειψης που έχουν κατα-

κόρυφη εφαπτοµένη, τα οποία για να τα υπολογίσουµε ϑεωρούµε µερικές παραγώγους ως προςx και y της εξίσωσης της έλλειψης :Ex : fx(x; y) = ax+ b y + dEy : fy(x; y) = b x+  y + e (7.4)

Τα κοινά σηµεία των f και fy είναι τα σηµεία της έλλειψης (κωνικής τοµής) στα οποία η εφαπτο-

µένη είναι κατακόρυφη.

Για να υπολογίσουµε την τετµηµένη αυτών των σηµείων ϑεωρούµε την επιλύσουσα των f καιfy, δηλαδή απαλοίφουµε το y.Rx = resy(f; fy) =  �(a� b2)x2 + 2(d� 2 eb)x� e2 + f� (7.5)

Μπορούµε να ξεχάσουµε τον παράγοντα  εάν ϑεωρήσουµε µόνο ελλείψεις, δηλαδή  6= 0. Προ-

κειµένου να υπολογίσουµε τις τεταγµένες των σηµείων, ϑεωρούµε την επιλύουσα των f και fx,
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(b)(a) (c)

Σχήµα 7.1: Οι τρεις περιπτώσεις, σχετικά µε το πως µπορεί µια έλλειψη να διαχωριστεί σεx-µονότονα τµήµατα.

δηλαδή απαλοίφουµε το x.Ry = resx(f; fx) = a �(a� b2)y2 + 2(ae� bd)y � d2 + af� (7.6)

Μπορούµε να υποθέσουµε ότι a 6= 0 αν περιοριστούµε σε ελλείψεις.

Τα Rx και Ry είναι δευτεροβάθµια και µπορούµε να υπολογίσουµε τους πραγµατικούς αλγε-

ϐρικούς αριθµούς που είναι ϱίζες τους σε O(1) (Εν 5.2) και άρα να υπολογίσουµε τις συντεταγ-

µένες των σηµείων που ενδιαφερόµαστε. Προκειµένου να ταιριάξουµε κατάλληλα τις λύσεις τωνRx και Ry χρησιµοποιούµε τη γεωµετρία του προβλήµατος.

Ας ϑεωρήσουµε την κλίση της ευθείας Ey, η οποία είναι s = � b . ∆ιακρίνουµε τις ακόλουθες

περιπτώσεις (Σχ. 7.1):

• Αν s > 0, Σχ. 7.1 (a), τότε η µεγαλύτερη, κατά απόλυτη τιµή ϱίζα του Rx αντιστοιχεί στη

µεγαλύτερη ϱίζα του Ry.

• Αν s > 0, Σχ. 7.1 (b), τότε η µεγαλύτερη ϱίζα του Rx αντιστοιχεί στη µικρότερη ϱίζα του Ry.

• Αν s = 0, Σχ. 7.1 (c), τότε η ευθεία Ey είναι οριζόντια και άρα η εξίσωση Ry = 0 έχει µια

διπλή πραγµατική ϱίζα, η οποία είναι �e .
Σε κάθε περίπτωση µπορούµε να ταιριάξουµε τις ϱίζες τωνRx καιRy και άρα να υπολογίσουµε τις

συντεταγµένες των σηµείων µε κατακόρυφη εφαπτοµένη. Η έλλειψη διασπάται σε δύο τµήµατα

στο άνω και στο κάτω.

is_on_arc

Μας δίνεται ένα x-µονότονο ελλειπτικό τόξο και ένα σηµείο p = (px; py) και πρέπει να αποφασί-

σουµε αν το σηµείο κείται εντός του τόξου. Τα px και py είναι πραγµατικοί αλγεβρικοί αριθµοί,

ϐαθµού � 4. Καταρχάς, ϑα πρέπει το px να ϐρίσκεται εντός διαστήµατος του x άξονα που ορίζουν

οι x συντεταγµένες των άκρων του τόξου. Αυτό το ελέγχουµε µε το κατηγόρηµα compare_x. Αν

αυτό συµβαίνει τότε, ϑεωρούµε το πολυώνυµο f , όπως στην (7.1), που είναι η εξίσωση της έλλει-

ψης που ορίζει το τόξο. Αν το p είναι σηµείο του τόξου τότε πρέπει sign(f(px; py)) = 0. Αυτό τον
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E1
E2C1 C2

p
Lp

q
Σχήµα 7.2: Τα κωνικά τόξα C1 και C2 ορίζονται από τις ελλείψεις E1 και E2. Η κατακόρυφη

ευθεία Lp διέρχεται από το p. Η πλησιέστερη τοµή των τόξων δεξιά από το p είναι το σηµείο q.
Στο σηµείο p το τόξο C1 είναι πάνω από το τόξο C2.
έλεγχο τον κάνουµε µε τον αλγόριθµο sign_at (Εν. 5.5). Αν και αυτή η συνθήκη είναι αληθής

τότε πρέπει να ελένξουµε αν το p ϐρίσκεται στο ίδιο (άνω ή κάτω) µέρος της έλλειψης µε το τόξο.

Θεωρούµε την εξίσωση fy της ευθείας Ey από την (7.4) και ελέγχουµε το πρόσηµό της όταν την

αποτιµήσουµε πάνω στο p = (px; py), χρησιµοποιώντας πάλι τον αλγόριθµο sign_at (Εν. 5.5).

Αν sign(fy(px; py)) < 0 τότε το p είναι στο άνω µέρος, ενώ αν sign(fy(px; py)) > 0 τότε είναι στο

κάτω.

nearest_intersection_to_right

∆οθέντος ενός σηµείου p και δύο x-µονότονων ελλειπτικών τόξων, C1 και C2, ϑέλουµε να υπο-

λογίσουµε την πρώτη τοµή των τόξων δεξιά από το p (Σχ. 7.2). Το p έχει προκύψει ως τοµή

κάποιων άλλων ελλειπτικών τόξων και άρα οι συντεταγµένες του είναι πραγµατικοί αλγεβρικοί

αριθµοί ϐαθµού � 4. Θεωρούµε τις ελλείψεις E1 και E2 που ορίζουν τα τόξα C1 και C2 και

χρησιµοποιώντας τον αλγόριθµο solve (Εν. 5.5) υπολογίζουµε όλα τα σηµεία τοµής. Επιλέγουµε

το σηµείο τοµής µικρότερη τετµηµένη που είναι µεγαλύτερη από την τετµηµένη του p ή µε άλλα

λόγια το σηµείο τοµής που είναι αµέσως δεξιά από την κατακόρυφη ευθεία Lp που περνά από το

p. Για να επιλέξουµε το σηµείο πρέπει να συγκρίνουµε τις συντεταγµένες του µε εκείνες του p,

χρησιµοποιώντας τα κατηγορήµατα compare_x και compare_y.

compare_y_at_x

Το κατηγόρηµα αποφασίζει αν ένα δοθέν ελλειπτικό τόξο είναι πάνω ή κάτω από ένα σηµείο

p = (px; py). Το κατηγόρηµα υποθέτει ότι το p είναι εντός του τµήµατος του x-άξονα που

ορίζουν οι x συντεταγµένες των άκρων του τόξου και ότι δεν ϐρίσκεται πάνω στο τόξο. ΄Εστω f ,

όπως στην (7.1), η εξίσωση της έλλειψης που ορίζει το τόξο και έστω ότι το τόξο είναι στο άνω

µέρος της έλλειψης. Αν sign(f(px; py)) � 0 τότε το σηµείο είναι εντός της έλλειψης που ορίζει
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το τόξο και συνεπώς το τόξο είναι πάνω από το p. ∆ιαφορετικά, το p κείται εκτός της έλλειψης

και υπολογίζουµε τη ϑέση του σε σχέση µε την ευθεία Ey, Εξ. (7.4), ελέγχοντας το πρόσηµοfy(px; py). Αν το p είναι πάνω από την Ey τότε το τόξο είναι από κάτω, διαφορετικά είναι από

πάνω. Αντίστοιχα επιχειρήµατα ισχύουν και στην περίπτωση που το τόξο είναι στο κάτω µέρος

της έλλειψης που το ορίζει. Οι υπολογισµοί του προσήµου γίνονται µε τον αλγόριθµο sign_at

(Εν. 5.5).

compare_y_to_right

Μας δίνονται δύο x-µονότονα ελλειπτικά τόξα, C1 και C2, τα οποία ορίζονται από ελλείψεις µε

εξισώσεις g1 και g2, αντίστοιχα, και ένα σηµείο τοµής τους p = (px; py). Τα τόξα είναι τέτοια ώστε

να ορίζονται δεξιά από το p (δηλαδή για x µεγαλύτερο από px). Το κατηγόρηµα αποφασίζει τη

διάταξη των τόξων (πιο είναι από πάνω και πιο παό κάτω) αµέσως δεξιά από το σηµείο p.

Αν το p είναι το δεξιότερη τοµή των g1 και g2 τότε έστω q εκείνο το δεξί άκρο των C1 καιC2 µε τη µικρότερη x συντεταγµένη. Ο υπολογισµός αυτός πραγµατοποιείται µε το κατηγόρηµα

compare_x. Αν το q είναι το δεξί άκρο του C1 τότε το κατηγόρηµα αποφασίζεται µε το κατηγόρηµα

compare_y_at_x(q; C2). Αντίστοιχα, αν είναι το δεξί άκρο του C2, το κατηγόρηµα αποφασίζεται

µε το κατηγόρηµα compare_y_at_x(q; C1).
Αν το p δεν είναι η δεξιότερη τοµή των g1 και g2, τότε εργαζόµαστε ως εξής : Οι συντεταγµένες

του p είναι πραγµατικοί αλγεβρικοί αριθµοί, ϐαθµού � 4 και άρα το το px αναπαρίσταται ωςpx �= (A; I = (a; b)), όπου A 2 Z[X℄, deg(A) � 4 και (a; b) 2 Q2 .

Αφού το p δεν είναι η δεξιότερη τοµή, υπάρχει κάποιο σηµείο τοµής q = (qx; qy), τέτοιο

ώστε px < qx. Επειδή οι πραγµατικοί αλγεβρικοί αριθµοί είναι σε αναπαράσταση µε διάστηµα

αποµόνωσης ϑα πρέπει επίσης να ισχύει px < b < qx. Συνεπώς οι ελλείψεις ορίζονται γιαx = b. Θεωρούµε τα πολυώνυµα g1(b; y); g2(b; y) 2 Z[X℄, των οποίων οι ϱίζες αντιστοιχούν στιςy συντεταγµένες των τοµών των C1 και C2 µε την ευθεία x = b. Ταξινοµούµαι τις ϱίζες των

πολυωνύµων (συγκρίνοντάς τες) και συνάγουµε τη διάταξη των τόξων.

Περί της υλοποίησης

΄Εχουµε υλοποιήσει τον αλγόριθµο διάταξης ελλειπτικών τόξων στο επίπεδο. Αν και ευρέως

ϑεωρείται ότι η υλοποίηση είναι πολύ λιγότερο σηµαντική από τη ϑεωρητική ανάλυση των αλγο-

ϱίθµων, αυτό δεν ισχύει για κανένα λόγο για τους γεωµετρικούς και αλγεβρικούς αλγορίθµους.

Η υλοποίησή µας χρησιµοποιεί τις πιο σύγχρονες προγραµµατιστικές τεχνικές γενικού προγραµ-

µατισµού σε C++ και ϐασίζεται στη ϐιβλιοθήκη synaps για τους αλγερικούς υπολογισµούς και

στη ϐιβλιοθήκη cgal για τους γεωµετρικούς. Το κύριο µέρος του σχεδιασµού και της υλοποίησης

οφείλεται στο Θάναση Κακαργιά και αποτέλεσε σηµαντικό µέρος της διπλωµατικής του εργασίας

[141]. Η υλοποίηση προσφέρει και δυνατότητες οπτικοποίησης µε τη χρήση της ϐιβλιοθήκης

qt5 και έγινε µε χρήση της γεωµετρικής ϐιβλιοθήκης cgal. Ο υπολογισµός της διάταξης πραγ-

µατοποιείται είτε µε τον αυξητικό αλγόριθµο είναι µε τον αλγόριθµο σάρωσης. Στη συνέχεια το

αποτέλεσµα παρουσιάζεται ως ένα σύνολο από ελλειπτικά τόξα µαζί µε τα άκρα τους, τα οποία

είναι είτε x-ακρότατα σηµεία, είτε σηµεία τοµής, είτε άκρα των αρχικών ελλειπτικών τόξων. Στο

5http://www.trolltech.com/
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Σχήµα 7.3: ∆ιάταξη ελλειπτικών τόξων στο επίπεδο

Σχ. 7.2 µπορείτε να δείτε µια διάταξη ελλειπτικών τόξων στο επίπεδο. Ο αναγνώστης που ενδια-

ϕέρεται για τις λεπτοµέρειες της υλοποίσης και για διάφορα πειραµατικά αποτελέσµατα µπορεί

να ανατρέξει Emiris et al. [96], Fogel et al. [106], Kakargias [141], Kakargias and Pion [142].

7.3 ∆ιάγραµµα Voronoi ελλείψεων στο επίπεδο

Στην παρούσα ενότητα ϑα παρουσιάζουµε τα κατηγορήµατα που απαιτούνται από τους πλήρεις

και ακριβείς αλγορίθµους για τον υπολογισµό των γενικών διαγραµµάτων Voronoi (abstract Vo-

ronoi diagrams) [158] και πιο συγκεκριµένα, από τον αυξητικό αλγόριθµο των Karavelas and

Yvinec [150], για την περίπτωση όπου τα γεωµετρικά αντικείµενα είναι ολόκληρες και µη τεµνό-

µενες ελλείψεις. Για να είµαστε πιο ακριβείς, ο αλγόριθµος υπολογίζει τον γράφο της τριγωνο-

ποίησης Delaunay, καθώς δεν απαιτεί υπολογισµό των συντεταγµένων των κορυφών ή των ακµών

Voronoi. Ωστόσο, αν κάποιος ϑα ήθελε να σχεδιάσει, για παράδειγµα µε κάποια καθορισµένη

αριθµητική ακρίβεια, ο αλγόριθµος και οι µέθοδοι που παρουσιάζουµε προσφέρουν την απαραί-

τητη πληροφορία. Επίσης, µερικά από τα κατηγορήµατα που ϑα παρουσιάσουµε απαιτούνται

τόσο από τους αλγορίθµους που υπολογίζουν το πλέγµα ορατότητας (visibility complex) όσο και

από τους αλγορίθµους που υπολογίζουν το κυρτό περίβληµα ελλείψεων. Ο τελικός µας στόχος

είναι ένα πακέτο λογισµικού που ϑα ενσωµατωθεί στη ϐιβλιοθήκη cgal, το οποίο ϑα κατασκευά-

Ϲει το διάγραµµα Voronoi ελλείψεων και ϑα ϐασίζεται στην υλοποίηση που υπάρχει για κύκλους

[85, 149], και η οποία χρησιµοποιεί τον αυξητικό αλγόριθµο.

∆οθέντων ενός συνόλου n γεωµετρικών αντικειµένων, εστίες (sites), στον Rd , το διάγραµµα

Voronoi που επάγουν είναι µια διαµέριση του Rd σε κελιά (ή περιοχές), τέτοια ώστε τα σηµεία

που ανήκουν σε κάθε περιοχή να είναι κοντύτερα, µε κάποια έννοια απόστασης, σε κάποια
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Σχήµα 7.4: ∆ιάγραµµα Voronoi σηµείων στο επίπεδο.

εστία, από οποιαδήποτε άλλη εστία του συνόλου των εστιών. Μπορούµε να ορίσουµε διάφορα

διαγράµµατα Voronoi ανάλογα µε τον γεωµτρικό τύπο των εστιών, την έννοια της απόστασης,

το χώρο που ανήκουν οι εστίες κτλ. Συνήθως ως χώρο ϑεωρούµε έναν Ευκλείδιο χώρο και η

απόσταση είναι η Ευκλείδια απόσταση. Η προσέγγισή µας αφορά εστίες που είναι ολόκληρες και

µη τεµνόµνες ελλείψεις στο επίπεδο και ως απόσταση ϑεωρούµε την Ευκλείδια απόσταση.

Τα διαγράµµατα Voronoi έχουν µελετηθεί πάρα πολύ, ωστόσο ο κύριος όγκος των εργασιών

για το επίπεδο αφορά σηµειακές ή γραµµικές εστίες. ΄Ενα τέτοιο διάγραµµα παρουσιάζεται στο

Σχ. 7.3, το οποίο υπολογίστηκε µε το αντίστοιχο λογισµικό που υπάρχει στη cgal και οφείλεται

στον Karavelas [147]. Μια συναφή µε τη δική µας προσέγγιση, η οποία υπολογίζει το διάγραµµα

Voronoi κυρτών πολυγώνων είναι αυτή των McAllister et al. [182]. Είναι πολύ πρόσφατες οι προ-

σπάθειες επέκτασης των διαγραµµάτων Voronoi σε περιπτώσεις όπου οι εστίες είναι αλγεβρικές

καµπύλες [7, 9] ή που έχουν µη κενό εσωτερικό [28]. Πιο συγκεκριµένα, το διάγραµµα Voronoi

κύκλων έχει υλοποιηθεί στη cgal [85]· δείτε επίσης [10, 156].

Οι Harrington et al. [128] προτείνουν ένα ϐέλτιστο συνδυαστικό αλγόριθµο για την κατα-

σκευή διαγραµµάτων Voronoi για αυστηρά κυρτά στρογγυλευµένα αντικείµενα στον R3 , αλλά

δεν ασχολήθηκαν µε τα κατηγορήµατα. Οι Boissonnat and Delage [27] παρουσιάζουν ένα δυ-

ναµικό αλγόριθµο για την κατασκευή δυναµικών διαγραµµάτων power diagrams σηµείων στονRd . Αυτά τα διαγράµµατα αντιστοιχούν σε διαγρµµάτα Voronoi κύκλων ή σφαιρών, αλλά δεν
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ϕαίνεται να καλύπτουν την περίπτωση των κύκλων. Μια άλλη πρόσεγγιση, η οποία είναι αρκε-

τά επιτυχηµένη, είναι η προσέγγιση των καµπύλων εστιών µε πολύγωνα [11]. Οι Boada et al.

[26] υπολογίζουν µια πολυγωνική προσέγγιση ενός διαγράµµατος Voronoi για διάφορα επίπεδα

λεπτοµέρειας (ακρίβειας). Αναµένουµε στις εφαρµογές, όπως για παράδειγµα στην πλοήγηση

ανάµεσα σε αντικείµενα (εµπόδια), να επωφεληθούµε τα µάλλα από το ακριβές διάγραµµα των

ελλείψεων, καθώς οι ελλείψεις µας δίνουν τη δυνατότητα να µοντελοποιήσουµε, µε αρκετή ακρί-

ϐεια, διαφόρων ειδών εµπόδια.

΄Ισως η πρόσεγγιση η οποία οµοιάζει περισσότερο στη δική µας να είναι αυτή των Hanniel

et al. [127], οι οποίοι διατρέχουν τους διχοτόµους, προκειµένου να υπολογίσουν τα Voronoi κελ-

λιά αυθαίρετων καµπυλών µέχρι την ακρίβεια της µηχανής. Ο αλγόριθµός τους χρησιµοποιεί

αριθµητική κινητής υποδιαστολής και ισχυρίζονται ότι η προσέγγισή τους έχει πολύ καλά πρακτι-

κά αποτελέσµατα. Αν και ισχυρίζονται ότι η µέθοδός τους επεκτείνεται έτσι ώστε οι υπολογισµοί

να εµπεριέχουν µόνο ακριβή αριθµητική, δεν εξηγούν το πως. Για παράδειγµα δεν σχολιάζουν

καθόλου εκφυκισµένες καταστάσεις. Η υλοποίησή µας είναι ακριβής, αλλά µπορεί να τρέξει και

µε κάποια προκαθορισµένη ακρίβεια.

Τα 4 κατηγορήµατα του αυξητικού αλγορίθµου των Karavelas and Yvinec [150] και τα οποία

ϑα εξετάσουµε είναι :�1 δοθέντων δύο ελλείψεων και ενός σηµείου εξωτερικού και για τις δύο υπολογίζεται η έλλειψη

που είναι κοντύτερα (µε την έννοια της απόστασης) στο σηµείο.�2 δοθέντων δύο ελλείψεων, υπολογίζεται η σχετική ϑέση µιας τρίτης έλλειψης σχετικά µε

ευθεία που εφάπτεται εξωτερικά ταυτόχρονα στις δύο ελλείψεις.�3 δοθέντων τριών ελλείψεων, υπολογίζεται η ϑέση µιας τέταρτης έλλειψης σχετικά µε τον

Voronoi κύκλο των τριών. Αυτό είναι το InCircle κατηγόρηµα [29, 30].�4 δοθέντων τεσσάρων ελλείψεων, υπολογίζεται πιο τµήµα της διχοτόµου µεταβάλλεται εξαιτίας

της εισαγωγής µιας 5ης έλλειψης.

Οι αλγόριθµοι για τα κατηγορήµατα �1 και �2 που ϑα παρουσιάσουµε είναι ϐέλτιστοι όσον

αφορά τον ϐαθµό των πραγµατικών αλγεβρικών αριθµών που χρειαζόµαστε για τους υπολογι-

σµούς. Στην πραγµατικότητα µε το �2 υπολογίσουµε και χαρακτηρίζουµε όλες τις εφαπτόµενες

ευθείες ταυτόχρονα εφαπτόµνες σε δύο ελλείψεις και παρέχουν και επιπλέον πληροφορία. Οι

αλγόριθµοι είναι ακριβείς, πλήρεις και υλοποιηµένοι σε C++. Για την υλοποίηση των �1 και �2
και για διάφορα πειραµατικά αποτελέσµατα ο αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει στη ϐιβλιογραφία

[99]. Τα σηµεία επαφής των εφαπτόµενων υπολογίζονται ή όχι ανάλογα µε τον χρησιµοποιούµε

την πεπλεγµένη ή την παραµετρική αναπαράσταση των ελλείψεων. ΄Ενα παρόµοιο πρόβληµα

είναι το πλέγµα ορατότητας ανάµεσα σε ελλείψεις [124], ή ανά δύο ξένων κυρτών συνόλων µε

σταθερή πολυπλοκότητα [8]. Πιο συγκεκριµένα, σε αυτά τα προβλήµατα, απαιτείται ο υπολο-

γισµός και ο καθορισµός (αν είναι εξωτερικές ή εσωτερικές) των ευθειών που είναι ταυτόχρονα

εφαπτόµενες σε δύο ελλείψεις. Το κατηγόρηµα �2 απαντά επιλύει αυτό το πρόβληµα.

Η υλοποίηση του �3 αντιστοιχεί στην (πραγµατική) επίλυση ενός πολυωνυµικού συστήµα-

τος. Χρησιµοποιώντας την πεπλεγµένη αναπαράσταση, υπολογίζουµε το ϕράγµα στο πλήθος των

µιγαδικών λύσεων του συστήµατος και συνεπώς το ϕράγµα στον αριθµό των µιγαδικών κύκλων
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V
Σχήµα 7.5: Αριστερά : Το Voronoi διάγραµµα 5 ελλείψεων. ∆εξιά : ένα σηµείο µε 4 κανονικά

διανύσµατα.

που είναι εφαπτόµενοι σε 3 ελλείψεις. Το ϕράγµα είναι 184 και είναι ϐέλτιστο. Ο αριθµός των

πραγµατικών κύκλων είναι ακόµα ανοιχτό πρόβληµα. Ο Anton [9] εξετάζει το κατηγόρηµα �3 για

το διάγραµµα ελλείψεων αλλά το πολυωνυµικό σύστηµα στο οποίο καταλήγει έχει πολύ µεγάλο

µικτό όγκο, κατά συνέπεια η προσέγγισή του έχει πολύ µεγάλη πολυπλοκότητα και επίσης δεν

εξασφαλίζει το ακριβές του αποτελέσµατος.

Ωστόσο, ακόµα και το (ϐέλτιστο) πολυωνυµικό σύστηµα που προκύπτει από τη µελέτη µας

για το �3 είναι πολύ µεγάλης πολυπλοκότητας και επιπρόσθετα η επίλυσή του δεν αρκεί για την

υλοποίηση του κατηγορήµατος. ∆ια τούτο δεν είναι αποτελεσµατική η επίλυσή του µε αλγορίθ-

µους και λογισµικά γενικού σκοπού για την επίλυση πολυωνυµικών συστηµάτων. Αντ΄ αυτού

έχουµε προτείνει [98, 99] έναν αλγόριθµο υποδιαίρεσης, ειδικά προσαρµοσµένο στο γεωµετρικό

πρόβληµα που απαντά στο κατηγόρηµα και είναι ακριβής και πλήρης. ΄Οπως όλοι οι αλγόριθµοι

υποδιαίρεσης εξαρτάται από τα ϕράγµατα διαχωρισµού, καθώς πρέπει να είναι γνωστό εκ των

προτέρων ποιος είναι ο µέγιστος αριθµός δυαδικών ψηφίων (στη χειρότερη περίπτωση) που απαι-

τείται για τους υπολογισµούς, προκειµένου το αποτέλεσµα να είναι ακριβές σε κάθε περίπτωση.

Αυτή τη ϑεωρητική ανάλυση, η οποία ισχύει όχι µόνο για τον δικό µας αλγόριθµο υποδιαίρεσης

αλλά και για οποιονδήποτε άλλο, για το �3 ϑα παρουσιάσουµε σε επόµενη ενότητα.

Η πλήρης υλοποίηση του �3, όπως και του πλήρους αλγορίθµου για το διάγραµµα Voronoi

ελλείψεων στο επίπεδο, αποτελεί αντικείµενο της διδακτορικής διατριβής του Γιώργου Τζούµα και

γιαυτό δεν την παρουσιάζουµε. Το κατηγόρηµα �4 υλοποιείται µε δύο κλήσεις του κατηγορήµα-

τος �3 [99, 150], και για τους ίδιους λόγους µε προηγουµένως, επίσης δεν ϑα το παρουσιάσουµε.

Ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει στη ϐιβλιογραφία για περισσότερες πληρο-

ϕορίες [94, 98, 99, 254].

Από όσο είµαστε σε ϑέση να γνωρίζουµε, η προσπάθειά µας είναι η πρώτη πλήρης προσέγγιση

σχετικά µε την υλοποίηση του διαγράµµατος Voronoi ελλείψεων (δια µέσου του γράφου Delau-

nay) στο επίπεδο µε ακριβείς υπολογισµούς. ΄Ενα παράδειγµα διάγραµµατος Voronoi ελλείψεων

παρουσιάζεται στο Σχ.7.5.
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Το κατηγόρηµα �1
Στο κατηγόρηµα �1, µας δίνονται 2 ελλείψεις και ένα σηµείο έξω και από τις δύο και ϑέλουµε να

υπολογίσουµε την κοντυνότερη, µε την έννοια της Ευκλείδιας απόστασης, έλλειψη στο σηµείο.

Καταρχάς υπολογίζουµε ένα κάτω ϕράγµα στην έµφυτη πολυπλοκότητα του προβλήµατος.

Αν ϑεωρήσουµε ένα σηµείο V εκτός µιας έλλειψης τότε υπάρχουν µέχρι 4 κανονικά διανύσµατα

της έλλειψης, των οποίων οι ευθείες που ορίζουν διέρχονται από το V . Το ακριβές πλήθος των

κανονικών διανυσµάτων εξαρτάται από από τη ϑέση του V σε σχέση µε την εξειλιγµένη evolute)

της καµπύλης (έλλειψης), η οποία είναι ένα αστροειδές. Υπάρχουν 4 κανονικά διανύσµατα αν τοV κείται εντός της εξειλιγµένης, 3 είναι σηµείο της εξειλιγµένης αλλά όχι ακίδα (cusp) ή 2 αν τοV είναι πάνω σε κάποια ακίδα ή εκτός της εξειλιγµένης. ΄Ενα παράδειγµα σηµείο µε 4 κανονικά

διανύσµατα παρουσιάζεται στο Σχ. 7.5.

Θεωρούµε µια έλλειψη E, η οποία είναι σε πεπλεγµένη µορφή και ένα σηµείο V = (v1; v2)
εκτός αυτής. Συµβολίζουµε µε C(V;ps) έναν κύκλο, ο οποίος έχει κέντρο το V και ακτίνα ίση

µε
ps, όπου s > 0. Εκφράζουµε την Ευκλείδια απόσταση Æ(V;E) των V και E ως την µικρότερη

ϑετική τιµή του
ps για την οποία ο κύκλος C είναι εφαπτόµενος στην E. Προκειµένου να

συγκρίνουµε αποστάσεις αρκεί να ϑεωρήσουµε το τετράγωνο της απόστασης, δηλαδή το s.
Μια κωνική τοµή µπορεί να αναπαρασταθεί µε τη χρήση πινάκων ως� x; y; 1 � M 24 xy1 35

όπου M είναι κάποιος κατάλληλος πίνακας. Με αυτό τον συµβολισµό, οι πίνακες που αντιστοι-

χούν στα E και C είναιA = 0� a b db  ed e f 1A ; B(s) = 0� 1 0 �v10 1 �v2�v1 �v2 v21 + v22 � s 1A :
Η δέσµη (pencil) των E και C είναι �A+B και το χαρακτηριστικό της πολυώνυµο είναι'(�) = det(�A+B(s)) = J22 �3 + 2(s)�2 + 1(s)� + s (7.7)

όπου 2(s) = J2s� T (v1; v2); 1(s) = J1s�E(v1; v2);T (v1; v2) = J2 �(v1 � x)2 + (v2 � y)2 � J1� :
Παρατηρούµε ότι �(�) είναι ένα κυβικό πολυώνυµο ως προς �, του οποίου η διακρίνουσα (Εν. 5.2)

είναι : �(s) = J22 (J21 � 4J2) s4+2J2(9J1J22 � J21T + 6J2T � 2J31J2 � J1J2E) s3+(�18J32E + 4J1J2ET � 27J42 + J21T 2 � 18J1J22T+J22E2 + 12J21J22E � 12J2T 2) s2+2(2T 3 � J1ET 2 � 6J1J22E2 + 9J22ET � J2E2T ) s+E2(T 2 + 4J22E) (7.8)
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όπου E = E(v1; v2) και T = T (v1; v2),
΄Ενας κύκλος είναι εξωτερικά εφαπτόµενος σε µία έλλειψη αν και µόνο αν το '(�) έχει µια

διπλή ϑετική ϱίζα [265, Θεωρ. 8], [101, Εν. 4]. Εφόσον ϑέλουµε το �(�) να έχει πολλαπλή ϱίζα,

πρέπει η διακρίνουσά του, �(s), να µηδενίζεται. Το �(s) είναι ένα πολυώνυµο, ως προς s,
ϐαθµού 4.

Η απόσταση Æ(V;E) είναι η τετραγωνική ϱίζα της µικρότερης ϑετικής ϱίζας του �(s). Ο

(συνολικός) αλγεβρικός ϐαθµός των συντελεστών του �(s), ως προς τις µεταβλητές v1; v2 και

τις παραµέτρους της E (a; b; ; d; e; f ), είναι 6, 8, 10, 12, και 14, ϑεωρώντας τους σε ϕθίνουσα

διάταξη ως προς τη δύναµη του s. Αν ϑεωρήσουµε το � πολυώνυµο ως προς τρεις µεταβλητές, τιςv1, v2 και s, τότε ο (συνολικός) αλγεβρικός ϐαθµός των συντελεστών του, που είναι πολυώνυµα

ως προς τα a; b; ; d; e; f είναι 6.

Πρόταση 7.1. ∆οθέντων δύο ελλείψεων E1; E2 και ενός σηµείου V εκτός και των δύο, µπορούµε

να αποφασίσουµε ποια έλλειψη είναι κοντύτερα (µε την έννοια της Ευκλείδιας απόστασης) σε αυτό

συγκρίνοντας δύο πραγµατικούς αλγεβρικούς αριθµούς ϐαθµού 4.

Απόδειξη: Θεωρούµε τα δύο πολυώνυµα �1(s) και �2(s), των οποίων οι µικρότερες ϑετικές

ϱίζες εκφράζουν τις αποστάσεις Æ(E1; V ) και Æ(E2; V ). Οι αποστάσεις είναι πραγµατικοί αλγε-

ϐρικοί αριθµοί ϐαθµού � 4 τους οποίους κατασκευάζουµε και συγκρίνουµε χρησιµοποιώντας

τους αλγορίθµους του Κεφ. 5. ΟΕ∆

Ο ϐαθµός είναι ϐέλτιστος ως προς τους πραγµατικούς αλγεβρικούς αριθµούς που συγκρί-

νονται. Αυτό προκύπτει από το γεγονός ότι, στη χειρότερη περίπτωση, ένα σηµείο εκτός µιας

έλλειψης έχει µέχρι 4 κανονικά διανύσµατα, που διέρχονται από αυτό. Συνεπώς η απόστασή

του από µια έλλειψη εκφράζεται µε ένα πραγµατικό αλγεβρικό αριθµό ϐαθµού 4, στη χειρότερη

περίπτωση.

Αξίζει να τονίσουµε ότι αν περιορίζόµασταν στην παραµετρική αναπαράσταση τότε πρέπει να

συγκρίνουµε πραγµατικούς αλγεβρικούς αριθµούς ϐαθµού 8. Συνεπώς για το �1 είναι προτιµό-

τερη η πεπλεγµένη αναπαράσταση.

Το κατηγόρηµα �2
Το �2 αποφασίζει τη ϑέση µιας έλλειψης σχετικά µε µία ευθεία η οποία είναι ταυτόχρονα εφα-

πτόµενη σε δύο άλλες ελλείψεις. Με το όρο ϑέση εννοούµε το εξής : Η ευθεία χωρίζει το επίπεδο

σε δύο ηµιεπίπεδα, ανδιαφερόµαστε να υπολογίσουµε αν η τρίτη έλλειψη κείται εξολοκλήρου

σε κάποιο από τα δύο, αν είναι εφαπτόµενη στην ευθεία ή αν την τέµνει. Στη πραγµατικότητα

ο αλγόριθµος που ϑα παρουσιάσουµε υπολογίζει επιπλέον πληροφορία σχετικά µε ευθείες που

είναι εφαπτόµενες σε δύο ελλείψεις. Αυτή την επιπλέον πληροφορία µπορούµε να τη χρησιµο-

ποιήσουµε προκειµένου να διευκολύνουµε µελλοντικές κλήσεις στο �2.
Θεωρούµε την ευθεία L : y = ux + v (η οποία δεν είναι κατακόρυφη) και την έλλειψη E

στην πεπλεγµένη µορφή της, όπως στην (7.1). Τα σηµεία τοµής της L και της E είναι λύσεις του

συστήµατος L = E = 0. Ωστόσο καθώς η εξίσωση της L είναι γραµµική µπορούµε να λύσουµε
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ως προς y και αντικαταστήσουµε στην εξίσωση της E. ΄Ετσι προκύπτει το πολυώνυµοR := �2 bu+ a+ u2�x2 + (2 vu+ 2 d+ 2 eu+ 2 bv) x+ f + v2 + 2 ev
που είναι δευτέρου ϐαθµού ως προς x και του οποίου οι ϱίζες είναι οι x συντεταγµένες των

σηµείων τοµής της L και της E. Η διακρίνουσα του R είναι�(u; v) =(�a+ b2)v2 + (2 d� 2 eb)vu+ (�f+ e2)u2+ (�2 ae+ 2 db)v + (2 de� 2 fb)u+�af + d2
Το �(u; v) είναι πολυώνυµο ως προς u και v (συνολικού) ϐαθµού 2. Αν η L είναι εφαπτόµενη

στην E τότε πρέπει το L να έχει µία διπλή ϱίζα, καθώς υπάρχει µόνο ένα σηµείο τοµής και

συνεπώς πρέπει η διακρίνουσά του να µηδενίζεται, δηλαδή �(u; v) = 0.

Αν τώρα ϑεωρήσουµε δύο ελλείψεις E1 και E2 και µία ευθεία L τότε η L είναι εφαπτόµενη

και στις δύο αν το σύστηµα �1(u; v) = �2(u; v) = 0
έχει (πραγµατικές) λύσεις, όπου ο µηδενισµός της �1 (�2) εκφράζει το γεγονός ότι η L είναι

εφαπτόµενη στην E1 (E2). Το σύστηµα είναι συνολικού ϐαθµού δύο και µπορεί να επιλυθεί µε

τον αλγόριθµο solve (Εν. 5.5), σταθερό χρόνο. ΄Εχει (το πολύ) 4 πραγµατικές λύσεις, η οποίες

αντιστοιχούν σε 4 ευθείες που είναι ταυτόχρονα εφαπτόµενες σε δύο ελλείψεις. Μια (κοινή)

εφαπτόµενη δύο ελλείψεων ϑα ονοµάζεται εξωτερική όταν το ευθύγραµµο τµήµα που ορίζεται

από τα δύο εφαπτοµενικά σηµεία ανήκει στο κυρτό περίβληµα των δύο ελλείψεων και εσωτερική

όταν το τµήµα είναι εντός του κυρτού περιβλήµατος.

Ας υποθέσουµε ότι έχουµε υπολογίσει τις 4 εφαπτόµενες ευθείες και έστω L : y = ux + v
µία από αυτές. Υπενθυµίζουµε ότι τα u και v είναι πραγµατικοί αλγεβρικοί αριθµοί ϐαθµού� 4. ΄Εστω (x1 ; y1) και (x2 ; y2) τα κέντρα των E1 και E2. Μια ευθεία είναι εξωτερικά

εφαπτόµενη σε δύο ελλείψεις αν και µόνο αν η εξίσωσή της έχει το ίδιο πρόσηµο όταν απο-

τιµηθεί σε εσωτερικά σηµεία των ελλείψεων. Συνεπώς η L είναι εξωτερική αν και µόνο ανsign(L(x1 ; y1)) � sign(L(x1 ; y1)) > 0. Ο υπολογισµός sign(L(x1 ; y1)) µπορεί να αναχθεί σε

σύγκριση πραγµατικών αλγεβρικών αριθµών ϐαθµού � 4 και για τον υπολογισµό χρησιµοποιού-

µε τον αλγόριθµο compare (Εν. 5.3). Ο ϐαθµός είναι ϐέλτιστος, όσον αφορά τους πραγµατικούς

αλγεβρικούς αριθµούς που εµπλέκονται, καθώς υπάρχουν µέχρι 4 εφαπτόµενες. Αν η L εί-

ναι κατακόρυφη τότε αναγόµαστε σε πιο εύκολο σύστηµα, γιαυτό και δεν εξετάζουµε αυτή την

περίπτωση.

Κατά συνέπεια έχουµε υπολογίσει και χαρακτηρίσει τις 4 εφαπτόµενες. Πως όµως υπολο-

γίζουµε το �2; Ας υποθέσουµε ότι µας έχουν δοθεί δύο ελλείψεις E1 και E2 και µια ευθείαL : y = ux + v, που είναι εξωτερικά εφαπτόµενη και στις δύο. Η ϑέση µιας τρίτης έλλειψηςE3 ως προς την L, υπολογίζεται µε τη ϐοήθεια της διακρίνουσας �3(u; v) που προκύπτει από το

σύστηµα L = E3 = 0, Αν αποτιµήσουµε το �3 πάνω στις πραγµατικές λύσεις του συστήµατος�1(u; v) = �2(u; v) = 0, τότε το πρόσηµό του είναι αρνητικό, µηδέν ή ϑετικό αν και µόνο αν ηE3 έχει 0, 1 ή 2 κοινά σηµεία µε την L, αντίστοιχα. Αν το πρόσηµο είναι 0 ή 1 και (x3 ; y3)
είναι το κέντρο της E3 τότε το πρόσηµο της αποτίµησης L(x3 ; y3) καθορίζει σε ποιο από τα δύο

ηµιεπίπεδα που ορίζει η L κείται η E3. Τα πρόσηµα των αποτιµήσεων υπολογίζονται σε σταθερό

χρόνο τον αλγόριθµο sign_at (Εν. 5.5).
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Οπότε καταλήγουµε στην ακόλουθη πρόταση:

Πρόταση 7.2. Η σχετική ϑέση µιας έλλειψης E3 ως προς µια εξωτερική εφαπτοµένη των ελλεί-

ψεων E1; E2 απαιτεί υπολογισµούς µε πραγµατικούς αλγεβρικούς αριθµούς ϐαθµού � 4.

Μπορούµε ωστόσο να υλοποιήσουµε το �2 και στην περίπτωση που ελλείψεις είναι στην

παραµετρική τους αναπαράσταση και µάλιστα µε λιγότερους υπολογισµούς. Ας ϑεωρήσουµε ότι

οι δύο αρχικές µας ελλείψεις είναι οι Et και Er και ότι η έλλειψη για την οποία γίνεται η ερώτηση

είναι η Es και ότι είναι στην παραµετρική τους αναπαράσταση, όπως στην (7.2) µε παραµέτρουςt, r και s, αντίστοιχα.

Ας ϑεωρήσουµε την εφαπτόµενη σε ένα σηµείο (x(t); y(t)) της έλλειψης Et. Η εξίσωση της

πεπλεγµένης αναπαράστασης της (εφαπτόµενης) ευθείας είναι(y � y(t)) x0(t)� (x� x(t)) y0(t) = 0:
Αν αντικαταστήσουµε τα x(t) και y(t) από την (7.2) προκύπτει ένα πολυώνυµο ϐαθµού 2 ως προςt, αφού απαλοίψουµε τον παρανοµαστή (1 +w2)(1 + t2)2. Οι συντελεστές του πολυωνύµου είναι

πολυώνυµα ως προς x και y.

Αν αντικαστήσουµε τα x και y µε x(r) και y(r) από την έλλειψη Er τότε προκύπτει ένα δευτε-

ϱοβάθµιο πολυώνυµο ως προς r, του οποίου οι ϱίζες αντιστοιχούν στα σηµεία όπου η εφαπτόµενη

(ευθεία) στην Et τέµνει την Er. Η διακρίνουσα του πολυωνύµου, �tr(t), µηδενίζεται, όταν η ευ-

ϑεία είναι εφαπτόµενη και στις δύο ελλείψεις. Υπενθυµίζουµε ότι µια ευθεία είναι εξωτερικά

εφαπτόµενη σε δύο ελλείψεις αν και µόνο αν η εξίσωσή της έχει το ίδιο πρόσηµο όταν αποτιµηθεί

σε εσωτερικά σηµεία των ελλείψεων. Για την Et το πρόσηµο είναι πάντοτε ϑετικό, καθώς η εξίσω-

σή της γίνεται 2��(1 + w2)(1 + t2). Συνεπώς, για να αποφασίσουµε τον τύπο της εφαπτόµενης

ευθείας αρκεί να υπολογίσουµε το πρόσηµο ενός δευτεροβαθµίου πολυωνύµου, όταν αυτό απο-

τιµηθεί πάνω σε ένα πραγµατικό αλγεβρικό αριθµό ϐαθµού 4. Ο ϐαθµός είναι ϐέλτιστος, όσον

αφορά τους πραγµατικούς αλγεβρικούς αριθµούς που εµπλέκονται. ΄Εστω t1 < t2 < t3 < t4 οι

πραγµατικές ϱίζες του �tr(t). ΄Εστω � µια εσωτερική εφαπτόµενη και � µια εξωτερική. Τότε η(t1; t2; t3; t4) αντιστοιχεί σε κάποια κυκλική µετάθεση των (����). ∆οθέντων 2 ελλείψεων, προ-

κειµένου να υπολογίσουµε την µετάθεση των εφαπτοµένων, αρκεί να υπολογίσουµε τον τύπο δύο

από αυτές.

Οπότε καταλήγουµε στην ακόλουθη πρόταση:

Θεώρηµα 7.3

Η σχετική ϑέση µιας έλλειψης E3 ως προς µια εξωτερική εφαπτοµένη των ελλείψεων E1; E2 προ-

κύπτει από το πρόσηµο του �ts(t), το οποίο έχει ϐαθµό 4, όταν αποτιµηθεί πάνω στο t̂, το οποίο είναι

ϱίζα του �tr(t) (επίσης ϐαθµού 4). Τώρα sign(�ts(t̂)) = �1; 0, ή 1 αν και µόνο αν Es δεν τέµνει,

είναι εφαπτόµενη, τέµνει την ευθεία, αντίστοιχα.

Το κατηγόρηµα �3
∆οθέντων 3 ελλείψεων, E1, E2 και E3, ϑεωρούµε ένα εξωτερικά εφαπτόµενο κύκλο και στις τρεις,

οποίος είναι γνωστός ως Voronoi κύκλος. Εάν υπάρχουν 2 τέτοιοι κύκλοι, τότε υποθέτουµε ότι
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αναφερόµαστε µόνο στον έναν Θέλουµε να υπολογίσουµε τη σχετική ϑέση µιας τέταρτης έλλειψης,E0 ως προς αυτόν τον κύκλο, δηλαδή αν η τέταρτη έλλειψη είναι εκτός του κύκλου, αν είναι εντός,

αν το τέµνει ή αν είναι εφαπτόµενη (εσωτερικά ή εξωτερικά) σε αυτόν.

Θα υπολογίσουµε τον αριθµό των δυαδικών ψηφίων που χρειάζεται οποιοσδήποτε αλγόριθµος

για να απαντήσει σε αυτό το κατηγόρηµα. Θεωρούµε ότι οι ελλείψεις είναι στην πεπλεγµένη τους

µορφή και ϑα χρησιµοποιήσουµε συγκεκριµένα αλγεβρικές τεχνικές, για τις οποίες ο αναγνώστης

µπορεί να ανατρέξει στους Cox et al. [60].

΄Εστω
ps η ακτίνα του κύκλου που είναι εξωτερικά εφαπτόµενος και στις τρεις ελλείψεις

και έστω (v1; v2) το κέντρο του. Χρησιµοποιώντας τη διακρίνουσα, Εξ. (7.8), που προκύπτει

ϑεωρώντας την εξίσωση του κύκλου και τις εξισώσεις των τριών ελλείψεων, έχουµε το σύστηµα�1(v1; v2; s) = �2(v1; v2; s) = �3(v1; v2; s) = 0: (7.9)

Οι (µιγαδικές) λύσεις του συστήµατος αντιστοιχούν στις συντεταγµένες και στην ακτίνα όλων των

(µιγαδικών) κύκλων που είναι εφαπτόµενοι στις τρεις ελλείψεις.

Λήµµα 7.4. Μία λύση (v1; v2; s) του συστήµατος (7.9) αντιστοιχεί σε έναν εξωτερικά εφαπτόµενο

κύκλο αν και µόνο αν s είναι η µικρότερη ϑετική ϱίζα (όλων) των �i(v1; v2; s); i = 1; 2; 3. Ανs�0 ; s+0 είναι η µικρότερη και η µεγαλύτερη ϑετική πραγµατική ϱίζα του �0(v1; v2; s), όπου �0 είναι

η διακρίνουσα που αντιστοιχεί στον κύκλο και στην έλλειψη E4, τότε :

• s � s�0 , η E4 είναι εκτός του κύκλου και είναι εφαπτόµενη σε αυτόν αν s = s�0 .

• s 2 (s�0 ; s+0 ), η E4 τέµνει τον κύκλο.

• s � s+0 , η E4 είναι εντός του κύκλου και είναι εφαπτόµενη σε αυτόν αν s = s+0 .

Απόδειξη: ΄Εστω (v1; v2; s) η λύση του συστήµατος.

()): ΄Εστω s η µικρότερη ϑετική πραγµατική ϱίζα όλων των �i(v1; v2; s); i = 1; 2; 3. Τότε

ο κύκλος (v1; v2; s) είναι εξωτερικά εφαπτόµενος και στις τρεις ελλείψεις, κατά συνέπεια είναι

εξωτερικά εφαπτόµενος.

((): ΄Εστω ότι ο κύκλος (v1; v2; s) είναι εξωτερικά εφαπτόµενος και στις τρεις ελλείψεις.

Τότε πρέπει s να είναι η µικρότερη ϑετική πραγµατική ϱίζα όλων των �i(v1; v2; s); i = 1; 2; 3.

Θεωρούµε όλους τους κύκλους C(v1; v2; s), καθώς το s αυξάνει από το µηδέν στο άπειρο,

υποθέτωντας ότι το σηµείο (v1; v2) κείται εκτός της έλλειψης E0. ΄Οταν s = 0, ο κύκλος C
εκφυλίζεται σε ένα σηµείο εκτός της E0. ΄Οταν το s είναι άπειρο ο C γίνεται ένας απείρου

ακτίνας κύκλος (ευθεία) που περικλύει την E0. Καθώς το s αυξάνει από το µηδέν, περνά από τις

ϱίζες του �0(v1; v2; s). Για κάθε µία από αυτές (υπάρχουν το πολύ 4), ο C είναι εφαπτόµενος

στην E0. ΄Οταν s < s�0 ο C είναι εκτός της E0, και όταν s > s+0 ο C περικλύει την E0. Σε όλες

τις άλλες περιπτώσεις, ο C τέµνει την E0 λόγω της τοπολογίας των δύο κλειστών καµπυλών C
και E0. ΟΕ∆

Ανάµεσα στις λύσεις του συστήµατος, ο εξωτερικά εφαπτόµενος κύκλος και στις τρεις ελλείψεις

που µας ενδιαφέρει µπορεί (αλλά µπορεί και όχι) να είναι αυτός µε την µικρότερη ακτίνα.
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΄Ενα ϕράγµα στο πλήθος των λύσεων ενός πολυωνυµικού συστήµατος µπορεί να υπολογιστεί

µε τη ϐοήθεια του µικτού όγκου. Ο µικτός όγκος υπολογίζεται ϑεωρώντας το κυρτό περίβληµα

των σηµείων που ορίζουν τα διανύσµατα των εκθετών των αγνώστων [60, 114]. Ο µεικτός όγκος

του συστήµατος (7.9), είναι 256. Μπρούµε ωστόσο να το µειώσουµε αποµακρύνοντας τις λύσεις

στο άπειρο. Θέτουµε q = v21 + v22 � s: (7.10)

Τώρα το σύστηµα των διακρινουσών (7.9) γίνεται�1(v1; v2; q) = �2(v1; v2; q) = �3(v1; v2; q) = 0; (7.11)

το οποίο έχει µικτό όγκο 184. Η επιλύσουσα του συστήµατος, είναι ένα πολυώνυµο ως προς q,
ϐαθµού 184. Προσθέτοντας την εξίσωση (7.10) στο σύστηµα (7.11) προκύπτει ένα υπερπροσδιο-

ϱισµένο σύστηµα ως προς τα v1; v2; q; s το οποίο έχει, επίσης, µικτό όγκο 184.

Κάθε �i είναι µια διακρίνουσα ενός πολυωνύµου �(�i), Εξ. (7.7) και ο µηδενισµός της

εκφράζει το γεγονός ότι το �(�i) έχει πολλαπλή ϱίζα, δηλαδή κοινή ϱίζα µε την παραγωγό του.

Συνεπώς, ένα ισοδύναµο σύστηµα µε αυτό της (7.11), µε τον ίδιο µικτό όγκο, είναι το'i = 0; ���i'i = 0; i = 1; 2; 3
όπου 'i είναι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο της έλλειψης i και του Voronoi κύκλου, Εξ. (7.7).

Αυτό το σύστηµα έχει σηµαντικά µικρότερου δυαδικού µήκους συντελεστές από το (7.11). και

έχει 3 εξισώσεις συνολικού ϐαθµού 3 και 3 συνολικού ϐαθµού 2.

΄Οποιο σύστηµα και να ϑεωρήσουµε, το συνολικό πλήθος των µιγαδικών λύσεων είναι 184.

Θεώρηµα 7.5

Τρεις ελλείψεις έχουν το πολύ 184 µιγαδικούς κύκλους εφαπτόµενους και στις τρεις. Το ϕράγµα

είναι ϐέλτιστο καθώς υπάρχει τριάδα ελλείψεων µε αυτόν το αριθµό.

Απόδειξη: Ο µικτός όγκος µας δίνει ένα άνω ϕράγµα και ο ϐαθµός της επιλύουσας (από ένα

παράδειγµά µας) µας δίνει το κάτω ϕράγµα. ΟΕ∆

Υπενθυµίζουµε ότι στην περίπτωση των 3 κύκλων, ο αριθµός των κύκλων που είναι εφαπτόµε-

νες σε 3 κύκλους, είναι 8 και ότι το αντίστοιχο κατηγόρηµα έχει αλγεβρικό ϐαθµό 2. Το ϑεώρηµα

γενικεύεται σε όλων των ειδών τις κωνικές τοµές, σύµφωνα µε τον F. Sottile6. ΄Ενα εξαιρετικά εν-

διαφέρον (ανοιχτό) ερώτηµα είναι πόσοι από αυτούς τους κύκλους είναι πραγµατικοί. Ο F. Ronga

προτείνει µια κατασκευή όπου τρεις κωνικές τοµές έχουν τουλάχιστον 136 πραγµατικούς τέτοιους

κύκλους. Ωστόσο, µέχρι στιγµής δεν έχουµε καταφέρει να ϕτιάξουµε µια τέτοια κατασκευή µε

τρεις µη τεµνόµενες ελλείψεις.

6Περσοναλ ςοµµυνιςατιον, 2004.
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Περί του πλήθους των απαιτούµενων δυαδικών ψηφίων

Προκειµένου να καταστήσουµε ένα αλγόριθµο επίλυσης του �3 ακριβή πρέπει να υπολογίσουµε

τον αριθµό των δυαδικών ψηφίων που απαιτούνται. Γιαυτό ϑα χρησιµοποιήσουµε το σύστηµα

(7.11) µαζί µε την (7.10), που έχει ϐέλτιστο µικτό όγκο. Πιο συγκεκριµένα, το σύστηµά µας είναι :�1(v1; v2; q) = �2(v1; v2; q) = �3(v1; v2; q) = q � v21 � v22 + s = 0
Μπορούµε να απαλείψουµε τα v1; v2; q και έτσι προκύπτει η επιλύσουσα, R(s) που είναι

πολυώνυµο ως προς s ϐαθµού 184 και δυαδικού µήκους συντελεστών 3 � 56 � �� = 168�� [60].

Εδώ το 56 ισούται µε τον µικτό όγκο του συστήµατος �i;�j ; q � v21 � v22 + s, αν ϑεωρήσουµε τοs ως παράµετρο και το �� είναι το δυαδικό µήκος των συντελεστών του �i, όπου 1 � i; j � 3 καιi 6= j. Το ϕράγµα διαχωρισµού του πολυωνύµου P (Εν. 3.2) ϐαθµού d και δυαδικού µήκους �
είναι sep(P ) � d�(d+2)=2(d + 1)(1�d)=22�(1�d) [275], συνεπώς ο αριθµός των δυαδικών ψηφίων

που χρειαζόµαστε προκειµένου να υπολογίσουµε το s είναι το πολύ 1389 + 30744 ��.

Προκειµένου να συγκρίνουµε δύο ακτίνες s1 και s2, οι οποίες είναι ϱίζες δύο πολυωνύ-

µων R1 και R2 αντίστοιχα, πρέπει να ϕράξουµε την ποσότητα js1 � s2j. Παρατηρούµε ότιjs1 � s2j � sep(R1R2) όπου το πολυώνυµο R1R2 έχει ϐαθµό 368, καθώς προκύπτει από τον

πολλαπλασιασµό δύο πολυωνύµων ϐαθµού 184, και δυαδικό µήκος 8 + 336��. Το ϕράγµα

στο δυαδικό µήκος προκύπτει καθώς πολλαπλασιάζουµε δύο πολυώνυµα µε δυαδικό µήκος168��, οπότε το γινόµενό τους, στην χειρότερη περίπτωση έχει δυαδικό µήκος 184 � 22�168�� , ήdlg 184 + 2 � 168��e. Συµπεραίνουµε [275] ότι ο αριθµός των δυαδικών ψηφίων που απαιτείται

για να συγκρίνουµε δύο (πραγµατικές) ϱίζες των R1 και R2 και συνεπώς δύο ακτίνες s1 και s2
είναι 1508 + 30324��, το οποίο αντιστοιχεί στο sep(R1R2) διαιρεµένο µε 3.

Το προκύπτων ϕράγµα είναι σχεδόν ϐέλτιστο, καθώς τα πολυώνυµα R1 και R2 προκύπτουν

ως επιλύουσες συστηµάτων µε ϐέλτιστο µικτό όγκο, συνεπώς το είναι, στη γενική περίπτωση

ϐαθµού 184 και ανάγωγα. Επιπρόσθετα, το ϕράγµα διαχωρισµού είναι σφιχτό (εκτός από κάποιες

σταθερές), καθώς (σχεδόν) το επιτυγχάνουν τα πολυώνυµα Mignotte (Σηµ. 3.24).
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κεφαλαιο 8

∆ιάσπαση Minkowski

Η µαθηµατική παιδεία αυτού του

νεαρού ϕυσικού (Albert Einstein)

δεν ήταν ιδιαίτερα στέρεα, και

είµαι σε ϑέση να την αξιολογήσω

γιατί την απέκτησε από εµένα στη

Ζυρίχη, πριν από κάποιο

διάστηµα.

Herman Minkowski

Περίληψη

∆οθέντος ενός κυρτού πολυγώνου µε ακέραιες κορυφές στο επίπεδο, εξετάζουµε αλγορίθµους που

µας επιτρέπουν να το διασπάσουµε σε δύο άλλα κυρτά πολύγωνα τέτοια ώστε το άθροισµα τους κατά

Minkowski να είναι το αρχικό πολύγωνο.

Τα αποτελέσµατα του παρόντος κεφαλαίου παρουσιάστηκαν στην εργασία [89].

Ε
ξετάζουµε τη διάσπαση κυρτών πολυγώνων τα οποία έχουν κορυφές µε ακέραιες συντε-

ταγµένες, και τα οποία καλούνται ακέραια πολύγωνα (lattice polygons), ως αντίστροφη

διαδικασία του αθροίσµατος Minkowski, το οποίο ορίζεται ως εξής :

Ορισµός 8.1. ΄Εστω A και B δύο υποσύνολα του Z2. Το άθροισµα Minkowski (Minkowski sum)

είναι A � B = fa + bja 2 A; b 2 Bg. Ονοµάζουµε τα A και B προσθετέους (summands) του

αθροίσµατος A�B.

Ο ορισµός του αθροίσµατος Minkowski µπορεί να γενικευτεί σε οποιαδήποτε διάσταση.

Το πρόβληµα της διάσπασης παρουσιάζει εξαιρετικό ενδιαφέρον ως αυτόνοµο πρόβληµα.

Σχετικά πρόσφατες εργασίες που αφορούν σε τορικά µπαλώµατα Bezier (toric Bézier patches)

στη γεωµετρική µοντελοποίηση [δείτε για παράδειγµα 115, 164, 165], εγείρουν πολλές ερωτήσεις
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σχετικά µε το πρόβληµα αυτό. Οι περισσότερες εξ αυτών ενδιαφέρονται για το αν ένα ακέραιο

πολύγωνο µπορεί να γραφτεί ως άθροισµα Minkowski δύο άλλων και αν η απάντηση είναι ϑετική

να υπολογιστεί µία ή περισσότερες τέτοιες διασπάσεις.

Μια άλλη εφαρµογή του προβλήµατος αυτού είναι στην κατασκευή πινάκων για τον υπο-

λογισµό της αραιής απαλοίφουσας 3 πολυωνύµων σε δύο µεταβλητές [165, sec.10.3] ή [277].

΄Ισως η πιο σηµαντική σηµαντική εφαρµογή της διάσπασης Minkowski είναι η παραγοντοποίηση

πολυωνύµων δύο (και τελικά περισσότερων) µεταβλητών. Αυτό συµβαίνει γιατί δοθέντος ενός πο-

λυωνύµου δύο (ή περισσότερων µεταβλητών) µπορούµε να αντιστοιχίσουµε σε αυτό το λεγόµενο

πολύτοπο του Newton. ΄Οπως παρατήρησε ο Ostrowski [208], εάν το πολυώνυµο παραγοντοποιεί-

ται τότε το πολύτοπο του Newton διασπάται κατά Minkowski. Αν η διάσπαση του πολυτόπου του

Newton είναι διαθέσιµη τότε είναι ευκολότερη η εύρεση των συντελεστών.

Καταρχάς επικεντρωνόµαστε σε διασπάσεις κατά Minkowski όπου τουλάχιστον ένας από τους

προσθετέους είναι σταθερού µεγέθους, δηλαδή είναι ευθύγραµµο τµήµα, τρίγωνο ή τετράπλευρο.

Τέτοιες διασπάσεις είναι πολύ χρήσιµες στα τορικά µπαλώµατα Bézier µε ϐάθος. Οι Krasauskas

and Goldman [165], αναφέρουν “extend blossoming, degree elevation and implicitization tech-

niques to arbitrary toric Bézier patches. [...] The key idea to each of these algorithms is to

employ decompositions based on the Minkowski sum”1. Και προσθέτουν [165, Sec. 10.1] ότι

“This approach to evaluation, blossoming, and dual functionals works for any toric Bézier

patch whose lattice polygon decomposes into the Minkowski sum of line segments and unit

triangles”2. ΄Ενα από τα σηµαντικά ϐήµατα στον αλγόριθµο του Zube [277], δείτε επίσης [165],

για την κατασκευή πινάκων απαλοίφουσας στην αλγεβρικοποίηση είναι “decompose [Newton

polygon] A into a Minkowski sum of simpler lattice polygons, typically line segments and

triangles”3.

Στο παρόν κεφάλαιο ϑα προσδιορίσουµε την ασυµπτωτική δυσκολία του προβλήµατος και

ϑα προτείνουµε αποδοτικούς, και σε µερικές περιπτώσεις ϐέλτιστους, αλγορίθµους για την πε-

ϱίπτωση που ένας προσθετέος είναι σταθερού µεγέθους. Συνδέουµε το πρόβληµα της διάσπα-

σης µε το πρόβληµα k�sum για το οποίο υπάρχει αλγόριθµος µε πολυπλοκότητα O(ndk=2e) ήO(ndk=2e lgn), ανάλογα αν το k είναι άρτιος ή περιττός, αλλά δεν υπάρχουν γνωστά κάτω ϕράγ-

µατα.

Επίσης έχουµε υλοποιήσει τους αλγορίθµους που προτείνουµε και τους εφαρµόζουµε σε όλα

τα ακέραια πολύγωνα µε ένα ή κανένα εσωτερικό ακέραιο σηµείο. Επιπρόσθετα πραγµατοποιού-

µε πειράµατα µε διάφορες εισόδους και συγκρίνουµε µε τον αλγόριθµο των Gao and Lauder

[111], ο οποίος αφορά το γενικό πρόβληµα της διάσπασης.

Το πρόβληµα απόφασης, δηλαδή εάν ένα ακέραιο πολύγωνο επιδέχεται διάσπαση Minkowski

είναι NP-complete [111]. Επίσης, οι Gao and Lauder [111] προτείνουν έναν ψευδο-πολυωνυµικό

αλγόριθµο της τάξης O((nDE)3), όπου n είναι ο αριθµός των ακµών στο πολύγωνο και DE είναι

1Ελεύθερη µετάφραση : Η ϐασική ιδέα πίσω από τους αλγορίθµους ανθοφορίας (blossoming), ανύψωσης ϐαθµού

και των αυθαιρέτων µπαλωµάτων Bézier είναι η εφαρµογή της διάσπασης κατά Minkowski.
2Ελεύθερη µετάφραση : Αυτή η προσέγγιση για την ανύψωση, την ανθοφορία και τα δυαδικά συναρτησοειδή

δουλεύει για οποιοδήποτε τορικό (αραιό) µπάλωµα Bézier, του οποίου το ακέραιο πολύγωνο διασπάται ως Minkowski

άθροισµα ευθυγράµµων τµηµάτων και µοναδιαίων τριγώνων.
3Ελεύθερη µετάφραση : ∆ιέσπασε το πολύγωνο του Newton του (πολυωνύµου) A ως το Minkowski άθροισµα πιο

µικρών ακέραιων πολυγώνων, συνήθως ευθυγράµµων τµηµάτων και τριγώνων.
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το µέγιστο ακέραιο µήκος τους. Αξίζει να παρατηρήσουµε ότι το µέγεθος DE είναι εκθετικά

µεγάλο σε σχέση µε το δυαδικό µήκος της εισόδου, το οποίο είναι O(n lg (DE)).
Θα ανάγουµε το (γενικό) πρόβληµα της διάσπασης σε γνωστά και καλώς µελετηµένα προβλή-

µατα της συνδυαστικής ϐελτιστοποίησης, όπως για παράδειγµα το subset-sum πρόβληµα. Αυτή

η αναγωγή µας επιτρέπει να προτείνουµε ένα αλγόριθµο ο οποίος ϐελτιώνει την πολυπλοκότητα

του προβλήµατος κατά ένα παράγοντα nD. Επιπρόσθετα, αυτή η προσέγγιση επιτρέπει τη δη-

µιουργία γρήγορων υλοποιήσεων που ϐασίζονται σε πιθανοτικούς αλγορίθµους και ενδεχοµένως

να οδηγήσει και σε προσεγγιστικούς αλγορίθµους.

Τι ϑα ακολουθήσει

Στην επόµενη ενότητα παρουσιάζουµε τυπικά τα προβλήµατα µε τα οποία ϑα ασχοληθούµε και

αναφερόµαστε στη γνωστή ϐιβλιογραφία. Η Εν. 8.2 παρουσιάζει την προσέγγισή µας για τη

διάσπαση Minkowski ενός ακεραίου πολυγώνου σε δύο προσθετέους, όπου τουλάχιστον ο ένας

έχει σταθερό πλήθος ακµών. Στην Εν. 8.3 παρουσιάζουµε την υλοποίηση των αλγορίθµων της

ενότητας 8.2 και πειραµατικά αποτελέσµατα σε τυχαία ακέραια πολύγωνα και σε όλα τα ακέραια

πολύγωνα µε ένα κανένα εσωτερικό ακέραιο σηµείο. Στην Εν. 8.4 προτείνουµε έναν αλγόριθµο

για το γενικό πρόβληµα της διάσπασης ενός πολυγώνου, ο οποίος έχει καλύτερη πολυπλοκότητα

από την µέχρι σήµερα γνωστή. Στην τελευταία ενότητα παρουσιάσουµε τις µελλοντικές επεκτάσεις

της προσέγγισής µας.

8.1 Ορισµοί και προηγούµενες εργασίες

Το γενικό πρόβληµα µε το οποίο ασχολούµαστε είναι το εξής :

Πρόβληµα 8.2. minkowski-decomposition

∆οθέντος ενός ακέραιου πολυγώνουQ µε n κορυφές, πρέπει να αποφασίσουµε εάν είναι διασπάσιµο

(decomposable), δηλαδή εάν υπάρχουν ακέραια πολύγωνα A και B τέτοια ώστε A�B = Q, όπου

το σύµβολο � δηλώνει το άθροισµα κατά Minkowski.

Μας δίδεται ένα ακέραιο πολύγωνο Q µε κορυφές v0; v1; : : : ; vn�1, όπου vj 2 Z2; 0 � j �n�1. Σε κάθε ακµή του πολυγώνου αντιστοιχούµε ένα διάνυσµα u1 = (v1�v0); : : : ; un = (v0�vn�1). Το πολύγωνο χαρακτηρίζεται πλήρως (ταυτοποιείται) από την ακολουθία των διανυσµάτωνfuig1�i�n και την αρχική κορυφή v0. Σε ό,τι ϑα ακολουθήσει ακµή και διάνυσµα ϑα σηµαίνουν

το ίδιο και το αυτό.

Ορισµός 8.3. ΄Εστω διάνυσµα u = (a; b) και έστω d = gd (a; b). Το πρωταρχικό διάνυσµα

(primitive vector) του u είναι e = (a=d; b=d).
Θα συµβολίσουµε την ακολουθία όλων των διανυσµάτων ui ως U και ϑα την ονοµάσουµε ακολου-

ϑία ακµών (edge sequence). Σε κάθε διάνυσµα ui = (ai; bi) του Q αντιστοιχούµε το πρωταρχικό

διάνυσµα ei, 1 � i � n. Ονοµάζουµε την ακολουθία των όλων των πρωταρχικών διανυσµάτων

πρωταρχική ακολουθία διανυσµάτων (primitive edge sequence) και ϑα τη συµβολίζουµε µε E .

Επιπρόσθετα συµβολίζουµε µε A το σύνολο όλων των δυνατών διανυσµάτων, τέτοιων ώστε :A = fkiei j 1 � i � n; 1 � ki � dig
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όπου di = gd (ai; bi). ΄Εστω D = max fd1; : : : ; dng;E = max fe1x; e1y; : : : ; enx; enyg;
όπου (eix; eiy) είναι οι συντεταγµένες του πρωταρχικού διανύσµατος ei. Επιπρόσθετα συµβολί-

Ϲουµε µε g το χρόνο που απαιτείται για τον υπολογισµό του gd (ΕΚΠ) δύο αριθµών µέτρου DE.

Αν χρησιµοποιήσουµε τον αλγόριθµο Half-gcd [263, 275] η πολυπλοκότητα του gd (δείτε και

Κεφ. 2) g := OB(lg (DE) lg2 lg (DE) lg lg lg (DE))
Το κόστος για τον υπολογισµό τουA είναιOB (ng + nDM(max fD;Eg)) = OB(nDM(max fD;Eg)),
όπου M(� ) είναι ο χρόνος που απαιτείται για τον πολλαπλασιασµό δύο αριθµών δυαδικού µήκους� . Εάν χρησιµοποιήσουµε το αλγόριθµο FFT [263, 275] η πολυπλοκότητα του πολλαπλασιασµού

είναι :

M(� ) = � lg � lg lg � (8.1)

Εάν ενδιαφερόµαστε για την αριθµητική πολυπλοκότητα του υπολογισµού του A τότε αυτή είναιO(nD). Ωστόσο, όταν απαιτείται ο υπολογισµός A, το κόστος αυτό είναι µικρότερο σε σχέση µε

την πολυπλοκότητα των άλλων ϐηµάτων των αλγορίθµων που ϑα παρουσιάσουµε.

Λήµµα 8.4. ΄Εστω ακέραιο πολύγωνοQ, τέτοιο ώστεQ = A�B. Κάθε ακµή τουQ προσδιορίζεται

µοναδικά ως το άθροισµα Minkowski µιας ακµής του A και µιας κορυφής του B, ή ως το άθροισµα

µιας κορυφής του A και µιας ακµής του B, ή ως το άθροισµα δύο παράλληλων ακµών του A και

του B.

Κατά συνέπεια, το σύνολο των κανονικών διανυσµάτων (των ακµών) του Q είναι η ένωση των

συνόλων των κανονικών διανυσµάτων του A και του B.

Αν χρησιµοποιήσουµε το Λήµµα 8.4, µπορούµε να δείξουµε εύκολα ότι [111]:

Λήµµα 8.5. ΄Ενα (ακέραιο) πολύγωνο είναι προσθετέος του Q εάν και µόνο εάν η ακολουθία

των ακµών του είναι της µορφής fkjejgj2J , όπου J � f1; : : : ng, 0 � kj � dj , kj 2 Z καιPj2J kjej = (0; 0) (το άθροισµα των διανυσµάτων που αντιστοιχούν στις ακµές του είναι µηδέν).

Θεώρηµα 8.6

[111] Το πρόβληµα απόφασης σχετικά µε το εάν ένα ακέραιο πολύγωνο επιδέχεται διάσπαση κατά

Minkowski είναι NP-complete. Υπάρχει αλγόριθµος που απαντά εάν ένα ακέραιο πολύγωνο είναι

διασπάσιµο και ο οποίος έχει πολυπλοκότητα O(nDT ), όπου T είναι το πλήθος των εσωτερικών

ακέραιων σηµείων του πολυγώνου. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι T = O((nDE)2), η πολυπλοκότητα

του αλγορίθµου είναι O(n3D3E2).
Μια σηµαντική παρατήρηση είναι ότι εάν ένα πολύγωνο είναι διασπάσιµο τότε ενδέχεται το

πλήθος των πιθανών διασπάσεων να είναι εκθετικά µεγάλο, σε σχέση µε το πλήθος των κορυφών

και το µέγεθος των ακµών. Ο αλγόριθµος των Gao and Lauder [111] είναι ψευδο-πολυωνυµικός

γιατί η πολυπλοκότητά του είναι πολυωνυµική σε σχέση µε το µέτρο των ακµών του πολυγώνου

και όχι σε σχέση µε τον λογάριθµό τους, δηλαδή το δυαδικό τους µήκος, όπως ϑα επιθυµούσαµε
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nDEs1 s2 sn
Σχήµα 8.1: ΄Ενα ακέραιο πολύγωνο µε εµβαδόν O((nDE)2).

για ένα πολυωνυµικό αλγόριθµο. Στην Εν. 8.4 ϑα προτείνουµε έναν αλγόριθµο που ϑα ϐελτιώνει

την πολυπλοκότητα κατά έναν παράγοντα nD.

Το ϕράγµα T = O(n2D2E2) [110], [121, Chap. 7] είναι σφιχτό. ΄Ενας τρόπος για να το

δούµε αυτό είναι ο ακόλουθος. Καταρχάς ϑα χρειαστούµε το ακόλουθο ϑεώρηµα που οφείλεται

στον Pick [215]:

Θεώρηµα 8.7

΄Εστω A το εµβαδόν ενός απλού κλειστού ακέραιου πολυγώνου. ΄Εστω B το πλήθος των ακέραιων

σηµείων που ϐρίσκονται στις ακµές του πολυγώνου και I το πλήθος των εσωτερικών ακέραιων

σηµείων του. Τότε A = I + B2 � 1
Ο τύπος του Pick µπορεί να γενικευτεί σε οποιαδήποτε διάσταση µε τη ϐοήθεια των πολυωνύµων

Ehrhart.

Θεωρούµε το πολύγωνο του Σχ. 8.1, όπου η ακολουθία ακµών είναιs1 = (1;DE); s2 = (2;DE); : : : ; sn = (n;DE); (0;�nDE); (�n(n + 1)2 ; 0)
Το εµβαδόν του πολυγώνου είναι �(n3DE). Εάν υποθέσουµε ότι n = �(DE), τότε το εµβαδόν

είναι �(n2D2E2). Το πλήθος των εσωτερικών ακέραιων σηµείων είναι ασυµπτωτικά µεγαλύτερο

από το πλήθος των ακέραιων σηµείων στο σύνορο του πολυγώνου. Παρατηρούµε επίσης ότι#(Boundary points) = B = O(n2) και από τον τύπο του Pick συµπεραίνουµε ότι ο αριθµός των

εσωτερικών ακέραιων σηµείων είναι ασυµπτωτικά �((nDE)2).
8.2 Προσθετέοι σταθερού µεγέθους

Επικεντρώνοµαστε τώρα στο πρόβληµα της διάσπασης όταν είναι γνωστό εκ των προτέρων ότι

τουλάχιστον ένας προσθετέος είναι σταθερού µεγέθους. Υπενθυµίζουµε ότι η είσοδος είναι µία

ακολουθία σηµείων µεγέθους n. Θα µας απασχολήσουν δύο διαφορετικά προβλήµατα :

Πρόβληµα 8.8. Decision k�summand

∆οθέντος ακέραιου πολυγώνου αποφάσισε εάν υπάρχει διάσπαση κατά Minkowski σε δύο προ-

σθετέους τέτοια ώστε τουλάχιστον ένας από αυτούς να έχει k ακµές.

Πρόβληµα 8.9. Enumeration k�summand

∆οθέντος ακέραιου πολυγώνου απαρίθµησε όλες τις διασπάσεις κατά Minkowski σε δύο προ-

σθετέους τέτοιες ώστε τουλάχιστον ένας από αυτούς να έχει k ακµές.
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Θα εξετάσουµε λεπτοµερώς τις περιπτώσεις όπου ο ένας προσθετέος είναι ευθύγραµµο τµήµα

(2�summand), τρίγωνο (3�summand) ή τετράπλευρο (4�summand). Η τελευταία περίπτωση γενι-

κεύεται και για προσθετέους οποιουδήποτε σταθερού πλήθους ακµών. Θα ασχοληθούµε τόσο µε

το πρόβληµα της απόφασης όσο και το πρόβληµα της απαρίθµησης.

Το πρόβληµα απόφασης k�summand µπορεί να επιλυθεί χρησιµοποιώντας το πρόβληµαk�sum, το οποίο ορίζεται ως εξής :

Πρόβληµα 8.10. k�sum

∆οθέντος ενός συνόλου m ακεραίων αριθµών και ενός στόχου S, αποφάσισε εάν υπάρχουν k
από αυτούς, τέτοιοι ώστε το άθροισµά τους να είναι S.

Ο καλύτερος γνωστός αλγόριθµος για το πρόβληµα k�sum έχει χρονική και χωρική πολυ-

πλοκότητα O(mdk=2e lgm) και O(mdk=2e), αντίστοιχα [271, 272]. ΄Οταν το k είναι περιττός τότε

η χρονική πολυπλοκότητα ϐελτιώνεται σε O(mdk=2e). Ωστόσο, είναι πολύ δύσκολο πρόβληµα η

απόδειξη ενός µη τετριµµένου κάτω ϕράγµατος για το k�sum. Η απόδειξη ενός τέτοιου ϕράγ-

µατος είτε στο µοντέλο αλγεβρικού δένδρου απόφασης (algebraic decision tree model) είτε στο

µοντέλο αλγεβρικού υπολογιστικού δένδρου (algebraic computational tree model) είναι ένα πο-

λύ σηµαντικό ανοικτό πρόβληµα. Το µόνο γνωστό αποτέλεσµα οφείλεται στον Erickson [100],

ο οποίος απέδειξε ένα κάτω ϕράγµα της τάξης του 
(mdk=2e) σε µια συγκεκριµένη (και περιο-

ϱιστική) παραλλαγή του του µοντέλου του γραµµικού δένδρου απόφασης (linear decision tree

model), δείτε επίσης την εργασία των Baran et al. [13].

Θεώρηµα 8.11

΄Ενα στιγµιότυπο του προβλήµατος k�summand µπορεί να µετασχηµατιστεί σε ένα στιγµυότυπο του

προβλήµατος k�sum, έτσι ώστε το στιγµιότυπο του k�summand να έχει λύση αν και µόνο αν το

αντίστοιχο στιγµιότυπο του k�sum έχει λύση.

Απόδειξη: Θεωρούµε ένα ακέραιο πολύγωνο µε n κορυφές. Υπολογίζουµε το σύνολο A σε

χρόνοO(nD). Για κάθε διάνυσµα τουA που είναι της µορφής kei = k(eix; eiy), όπου 1 � i � n
και 1 � k � di. Σε κάθε διάνυσµα του A αντιστοιχούµε τον αριθµό �ik = k(eix + Leiy), όπουL = (k + 1)DE.

Το σύνολο των �ik έχει το πολύ nD στοιχεία. Ας υποθέσουµε ότι ο στόχος είναι S = 0. Εάν

ϐρούµε k στοιχεία από αυτό το σύνολο έτσι ώστε όλα να αντιστοιχούν σε διαφορερικά πρωταρχικά

διανύσµατα και επιπρόσθετα να αθροίζουν σε µηδέν τότε ένας k�summand υπάρχει.

Παρατηρούµε ότι το µέγεθος του στιγµιότυπου του k�sum είναι O(nD). ΟΕ∆

Ο προηγούµενος µετασχηµατισµός µας επιτρέπει να επιλύσουµε το k�summand πρόβληµα

χρησιµοποιώντας απευθείας του αλγόριθµους που αφορούν το πρόβληµα k�sum και επιπρόσθετα

µας παρέχει πάνω ϕράγµατα τόσο για τη χρονική όσο και για την χωρική πολυπλοκότητα. Γιαk = 2; 3; 4 έχουµε :

• Το Decision 2�summand µπορεί να επιλυθεί σε O(nD lg (nD)) χρόνο και O(nD) χώρο.

• Το Decision 3�summand µπορεί να επιλυθεί σε O(n2D2) και O(nD) χώρο.
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• Το Decision 4�summand µπορεί να επιλυθεί σε O(n2D2 lg (nD)) χρόνο και O(nD) χώρο.

Η γενική περίπτωση του decision k�summand προβλήµατος µπορεί να επιλυθεί σε χρόνοO �(nD)dk=2e lg (nD)� ή O �(nD)dk=2e�, για k άρτιο ή περιττό αντίστοιχα, και O �(nD)dk=2e�
χώρο.

Θα ϐελτιώσουµε όλα τα παραπάνω ϕράγµατα στις παραγράφους που ακολουθούν.

Ακολουθώντας τους Gajentaan and Overmars [109], δίνουµε τον ακόλουθο ορισµό :

Ορισµός 8.12. ∆οθέντων δύο προβληµάτων PR1 και PR2 λέµε ότι το PR1 είναι f(n)�επιλύσιµο

µε τη χρήση του PR2 εάν και µόνο εάν κάθε στιγµιότυπο του PR1 µεγέθους n µπορεί να επιλυθεί

µε τη χρήση ενός σταθερού αριθµού στιγµιοτύπων του PR2 και µε χρονική επιβάρυνση το πολύO(f(n)). Την αναγωγή αυτή ϑα την συµβολίζουµε µεPR1nf(n) PR2
Παρατηρούµε ότι η προηγούµενη αναγωγή υποδηλώνει ότι όταν η συνάρτηση f(�) είναι αρκούντος

µικρή, κάτω ϕράγµατα στη χρονική πολυπλοκότητα του PR1 µεταφέρονται στο PR2 και τα πάνω

ϕράγµατα του PR2 ισχύουν και για το PR1.
Προκειµένου να δείξουµε κάτω ϕράγµατα για το k�summand πρόβληµα χρησιµοποιούµε την

ακολουθη αναγωγή:

Θεώρηµα 8.13k�sumnn lgn k�summand

Απόδειξη: Θεωρούµε την ακολουθία faig1�i�n, όπου ai 2 Z. Υποθέτουµε ότι η ακολουθία

είναι ταξινοµηµένη και αν όχι τότε την ταξινοµούµε σε χρόνο O(n lg n). ΄Εστω M = maxi jaij
και L = (k + 1)M . Σχηµατίζουµε την ακολουθία fsi = ai + Lg1�i�n, όπου 0 � s1 � � � � � sn.

Στη συνέχεια ϑεωρούµε την ακολουθία ακµών (δείτε στο Σχ. 8.2):(s1; 1); (s2; 1); : : : ; (sn; 1); (0;�n); (�kL;�1); (� nXi=1 ai � (n� k)L; 1)
Αυτή η ακολουθία αποτελεί την ακολουθία ακµών κάποιου ακέραιου πολυγώνου, καθώς

τόσο το άθροισµα των τετµηµένων όσο και το άθροισµα των τεταγµένων των διανυσµάτων που

την αποτελούν είναι µηδέν. Επιπροσθέτως οι γωνίες των ακµών είναι ταξινοµηµένες, σύµφωνα

µε τη ϕορά των δεικτών του ϱολογιού.

Το πολύγωνο αυτό έχει έναν k�summand αν και µόνο αν υπάρχουν k αριθµοί στην ακολουθίαfaig που να αθροίζουν σε µηδέν. Σε αυτή την περίπτωση η ακολουθία ακµών του k�summand

ϑα είναι της µορφής (si1 ; 1); (si2 ; 1); : : : ; (sik ; 1); (0;�(k � 1)); (�kL;�1)
όπου ij 2 J και J είναι ένα υποσύνολο του f1; : : : ; ng µε πληθικότητα k. Η απόδειξη του ευθύ

σκέλους είναι εύκολη. Το αντίστροφο αποδεικνύεται µε το να ϑεωρήσουµε όλες τις περιπτώσεις

των προσθετέων και να εξετάσουµε εάν οι y συντεταγµένες τους αθροίζουν σε µηδέν. ΟΕ∆
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s1 s2 sn (0;�n)(�kL;�1)(�Pni=1 ai � (n� k)L; 1)
Σχήµα 8.2: Αναγωγή από το k�sum στο k�summand πρόβληµα.

Η προηγούµενη αναγωγή υποδεικνύει ότι το k�summand πρόβληµα είναι τουλάχιστον τό-

σο δύσκολο όσο και το k�sum πρόβληµα, και ίσως δυσκολότερο. Στην πραγµατικότητα είναι

δυσκολότερο όταν D > 1.

Θα ϑεωρήσουµε ως κατεύθυνση ενός διανύσµατος τον ϱητό αριθµό που εκφράζει την εφαπτο-

µένη της γωνίας που σχηµατίζει το διάνυσµα µε τον ϑετικό x ηµιάξονα, και µε ϕορά αντίθετη των

δεικτών του ϱολογιού. Η διεύθυνση (και στην ουσία η εφαπτοµένη) αναπαρίσταται µε ένα Ϲευγάρι

ακεραίων, που ο καθένας έχει µέγεθος το πολύ DE. Μπορούµε να συγκρίνουµε δύο διευθύνσεις

σε χρόνο eOB(M(lg (DE))), όπου M(� ) είναι ο χρόνος που απαιτείται για τον πολλαπλασιασµό

δύο αριθµών µεγέθους � (δείτε Εξ. (8.1)).

Σε ότι ϑα ακολουθήσει υπολογίζουµε την πολυπλοκότητα των αλγορίθµων χρησιµοποιώντας

το αριθµητικό µοντέλο, real RAM [219]. Ωστόσο, µπορούµε να συνάγουµε την δυαδική πολυ-

πλοκότητα εάν πολλαπλασιάσουµε την αριθµητική πολυπλοκότητα είτε µε M (lg (DE)), εάν ο

αλγόριθµος απαιτεί σύγκριση διευθύνσεων, είτε µε lg (DE), εάν ο αλγόριθµος απαιτεί σύγκριση

των συντεταγµένων.

Επιπλέον, ϑεωρούµε ότι v0 είναι η κάτω αριστερά κορυφή, το οποίο σηµαίνει ότι v1 είναι η

κορυφή µε την µικρότερη διεύθυνση. Η παραπάνω ϑεώρηση είναι χωρίς ϐλάβη της γενικότητας

καθώς µπορούµε να υπολογίσουµε την κορυφή v0 σε χρόνο O(n). Η σηµαντική παρατήρηση

είναι ότι τα διανύσµατα που ανήκουν τόσο στο σύνολο U όσο και στο σύνολο E είναι ταξινο-

µηµένα σε αύξουσα διάταξη σε σχέση µε τη διεύθυνση και ότι αυτό ισχύει για κάθε ακέραιο

πολύγωνο. Αυτή η παρατήρηση µας επιτρέπει να προτείνουµε αλγορίθµους για τα προβλήµαταf2; 3; 4g�summand.

Προσθετέος ευθύγραµµο τµήµα

Παρατηρούµε ότι υπάρχει ένας 2�summand αν και µόνο αν υπάρχουν δύο παράλληλες ακµές.

Προκειµένου να αποφασίσουµε για την ύπαρξη ενός ευθύγραµµου τµήµατος ως προσθετέου,

υπολογίζουµε τα διανύσµατα που αντιστοιχούν στις ακµές του πολυγώνου, δηλαδή την ακολουθίαU , σε χρόνο O(n).
Καθώς η ακολουθία U είναι ταξινοµηµένη σε σχέση µε τη διεύθυνση, τη χωρίζουµε σε δύο

υποακολουθίες. Η πρώτη, έστω U1, αποτελείται από διανύσµατα µε διευθύνσεις στο [0; �), και

η δεύτερη, έστω U2, αποτελείται από διανύσµατα µε διευθύνσεις στο [�; 2�). Η κατασκευή τωνU1 και U2 απαιτεί O(n) χρόνο. Θεωρούµε δείκτες i και j οι οποίοι διατρέχουν τις ακολουθίεςU1 και U2, αντίστοιχα. Αυτό σηµαίνει ότι ο δείκτης i ξεκινά µε την ελάχιστη διεύθυνση στην U1
και κινείται προς την µέγιστη διεύθυνση του U1. Το ίδιο συµβαίνει και για τον δείκτη j και την

ακολουθία U2. Εάν η διεύθυνση του διανύσµατος U1[i℄ είναι µικρότερη (αντ. µεγαλύτερη ) απόÆ � �, όπου Æ είναι η διεύθυνση του διανύσµατος U2[j℄, τότε προχωράµε τον δείκτη i (αντ. j).
Εάν η διεύθυνση του διανύσµατος U1[i℄ είναι µικρότερη της διεύθυνσης του διανύσµατος U2[j℄
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Σχήµα 8.3: Υπολογισµών προσθετέων που είναι τρίγωνα.

κατά � ακριβώς, τότε υπάρχει ένας προσθετέος που είναι ευθύγραµµο τµήµα. Τόσο η χρονική

όσο και η χωρική πολυπλοκότητα είναι O(n).
Εάν ενδιαφερόµαστε για το enumeration 2�summand πρόβληµα τότε πρέπει να ϐρούµε όλα

τα διανύσµατα των οποίων οι διευθύνσεις διαφέρουν κατά � και για κάθε τέτοιο Ϲευγάρι, το

οποίο ας υποθέσουµε ότι αντιστοιχεί σε δείκτες i και j αντίστοιχα, υπολογίζουµε τα αντίστοιχα

πρωταρχικά διανύσµατα, έστω ei και ej , και επιστρέψουµε d Ϲευγάρια διανυσµάτων, (kei; kej),
όπου 1 � k � d και d = min fdi; djg. Στη συνέχεια αυξάνουµε τους δείκτες i και j και

συνεχίζουµε τον αλγόριθµο. Ο αλγόριθµος έχει χρονική πολυπλοκότητα O(n + t), όπου t είναι

το αριθµός όλων των πιθανών προσθετέων που είναι ευθύγραµµα τµήµατα, και είναι το πολύ nD2 .

Τα προηγούµενα µας οδηγούν στο ακόλουθο ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 8.14

Υπάρχει ένας αλγόριθµος για το δεςισιον 2�summand πρόβληµα µε χρονική πολυπλοκότηταO(n).
Υπάρχει ένας αλγόριθµος για το 2�summand πρόβληµα µε χρονική πολυπλοκότητα O(n + t). Η

χρονική πολυπλοκότητα είναι και στις δύο περιπτώσεις O(n).
Και στις δύο περιπτώσεις οι αλγόριθµοι είναι ϐέλτιστοι.

Προσθετέος τρίγωνο

Προκειµένου να επιλύσουµε το 3�summand πρόβληµα καταρχάς υπολογίσουµε την ακολουθία

πρωταρχικών ακµών E και την ακολουθία A, σε χρόνο O(nD). Παρατηρούµε ότι jAj = O(nD).
Αφού A περιέχει ένα πολλαπλάσια των διανυσµάτων που περιέχονται στην E , µπορούµε να

υποθέσουµε ότι τα διανύσµατα είναι ταξινοµηµένα σε αύξουσα διάταξη, πρώτα σε σχέση µε τη

διεύθυνση και στη συνέχεια σε σχέση µε τις x και y συντεταγµένες

Αν υπαρχει ένα προσθετέος τρίγωνο τότε για κάποιο πρωταρχικό διάνυσµα e 2 E υπάρχουν

δύο δείκτες r και l, όπου 1 � r; l � jAj, τέτοιοι ώστε η διεύθυνση του διανύσµατοςw = A[r℄+A[l℄
να είναι αντίθετη από αυτή του e.

Επικεντρωνόµαστε στο αριστερό µισό του Σχ. 8.3. Το διάνυσµα e = (ex; ey) είναι πρωταρχικό

και το στιγµατισµένο διάνυσµα e = (ex; ey) = (�ex;�ey) είναι το αντίθετό του. Θεωρούµε
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έναν άξονα κάθετο στο e, αυτή είναι η ευθεία p στο σχήµα, και µόνο τα διανύσµατα του A που

ϐρίσκονται στο ίδιο ηµιεπίπεδο µε το e. Μπορούµε να ϐρούµε αυτά τα διανύσµατα σε χρόνοO(nD), καθώς η A είναι ταξινοµηµένη σε σχέση µε τη διεύθυνση. Συµβολίζουµε επίσης µε A
αυτή την ακολουθία και επίσης παρατηρούµε ότι είναι και αυτή ταξινοµηµένη σε σχέση µε τη

διεύθυνση.

Με κατάλληλη στροφή των αξόνων, µετασχηµατίζουµε το αριστερό του Σχ. 8.3 στο δεξί. Στη

συνέχεια αναφερόµαστε στο δεξί µέρος γιατί είναι πιο εύκολο διαισθητικά. ΄Ολα τα διανύσµατα,

εκτός από το e είναι στοιχεία του A.

Προκειµένου να ϐρούµε εάν ένας προσθετέος είναι τρίγωνο, ξεκινούµε µε δείκτες r = 1 καιl = jAj υποθέτοντας ότι η ακολουθία A είναι ταξινοµηµένη από αριστερά προς δεξιά, όπως στο

Σχ. 8.3 (δεξιό µέρος). Στη συνέχεια εξετάζουµε όλα τα διανύσµατα του A και προσπαθούµε να

ϐρούµε τιµές για τους δείκτες r και l τέτοιες ώστε το διάνυσµα w = A[r℄+A[l℄ να έχει διεύθυνση

ίδια µε αυτή του e. Εάν αυτό επιτευχθεί τότε ελέγχουµε εάν τα κλάσµατα �wxex και �wyey είναι ο

ίδιος ακέραιος αριθµός µεταξύ 1 και d. Αν είναι ο ίδιος αριθµός τότε υπάρχει ένας προσθετέος

τρίγωνο, αλλιώς αυξάνουµε και τους δύο δείκτες r και l. Αν η διεύθυνση του w είναι µικρότερη,

αντίστοιχα µεγαλύτερη, από τη διεύθυνση του e, τότε αυξάνουµε τον r, αντίστοιχα µειώνουµε τονl, κατά 1.

Η διάτρεξη της ακολουθίας A απαιτεί χρόνο O(nD) και καθώς πρέπει να τη διατρέξουµε για

κάθε διάνυσµα που ανήκει στην ακολουθία πρωρχικών ακµών, η συνολική πολυπλοκότητα για

το πρόβληµα απόφασης είναι O(n2D) και η χωρική πολυπλοκότητα είναι O(nD).
Εάν ενδιαφερόµαστε για το πρόβληµα απαρίθµησης τότε αυξάνουµε και τους δύο δείκτες r

και l, όταν διαπιστώνουµε ισότητα στις διευθύνσεις, και µε αυτό τον τρόπο απαριθµούµε όλα τους

πιθανούς προσθετέους τρίγωνα. Ο συνολικός χρόνος που απαιτεί ο αλγόριθµος είναι O(n2D+ t),
όπου t είναι ο αριθµός όλων των πιθανών τριγώνων προσθετέων.

Τα παραπάνω µας οδηγούν στο ακόλουθο ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 8.15

Υπάρχει ένας αλγόριθµος για το δεςισιον 3�summand πρόβληµα µε χρονική πολυπλοκότηταO(n2D). Υπάρχει ένας αλγόριθµος για το 3�summand πρόβληµα µε χρονική πολυπλοκότηταO(n2D + t). Η χρονική πολυπλοκότητα είναι και στις δύο περιπτώσεις O(nD).
Υπάρχει ένας ενναλακτικός αλγόριθµος για το πρόβληµα απόφασης ο οποίος έχει αριθµη-

τική πολυπλοκότητα O(n3) ή eOB(n3g) δυαδική πολυπλοκότητα και χωρική πολυπλοκότηταO(n lg (DE)). Πρώτα υπολογίζουµε την ακολουθία πρωταρχικών ακµών E , σε χρόνο eOB(ng).
Εάν υπαρχει τρίγωνο προσθετέος τότε τουλάχιστον ένα από τα O(n3) συστήµατα γραµµικών ∆ιο-

ϕαντικών εξισώσεων και ανισώσεων : aieix + ajejx + akekx = 0aieiy + ajejy + akeky = 01 � ai � di; 1 � aj � dj ; 1 � ak � dk
όπου 1 � i < j < k � n, πρέπει να έχει λύση. ΄Οσο για την δυαδική πολυπλοκότητα η

επίλυση ενός από τα παραπάνω συστήµατα άγεται από από τον υπολογισµό του υπολογισµού τωνgd (eix; ejx; ekx) και gd (eiy; ejy; eky) και άρα είναι eOB(g).
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΄Οσο αφορά το πρόβληµα απαρίθµησης, πρέπει να επιλύσουµε όλα τα παραπάνω συστήµατα

και κατά συνέπεια ο αλγόριθµος έχει αριθµητική πολυπλοκότητα O(n3 + t) ή eOB(n3g + t)
δυαδική πολυπλοκότητα.

Τα παραπάνω µας οδηγούν στο συµπέρασµα ότι το decision 3�summand πρόβληµα µπορεί

να επιλυθεί πολυωνυµικά. Συνήθως όµως το n είναι πολύ µεγάλο σε σχέση µε το D, και έτσι

το Θεωρ. 8.15 είναι προτιµότερο και γιαυτό το λόγο δεν επεκτεινόµαστε παραπάνω σε αυτή την

προσέγγιση.

Προσθετέος τετράπλευρο

Προκειµένου να προτείνουµε έναν αλγόριθµο για το δεςισιον 4�summand πρόβληµα, υπολογί-

Ϲουµε την πρωταρχική ακολουθία ακµών E και στη συνέχεια την ακολουθία A, σε χρόνο O(nD).
Υπολογίζουµε το σύνολο όλων των διανυσµάτων τέτοιων που είναι το άθροισµα δύο διαφορετικών

διανυσµάτων του A σε χρόνο O(n2D2). Συµβολίζουµε αυτή την ακολουθία µε A2 την ταξινοµού-

µε πρώτα σε σχέση µε την x συντεταγµένη και στη συνέχεια σε σχέση µε την y συντεταγµένη. Ο

χρόνος για την ταξινόµηση είναι το πολύ O(n2D2 lg (nD)).
Για κάθε διάνυσµα της A2, αναζητούµε στην A2 ένα διάνυσµα µε αντίθετες x και y συντεταγ-

µένες. Η αναζήτηση απαιτείO(lg (nD)) χρόνο. ΄Ετσι η συνολική πολυπλοκότητα του αλγορίθµου

απόφασης είναι O(n2D2 lg (nD)) και η χωρική πολυπλοκότητα είναι O(n2D2).
Εάν ϑέλουµε να απαριθµήσουµε όλα τα δυνατά τετράπλευρα που είναι προσθετέοι τότε διε-

ξάγουµε την αναζήτηση για κάθε διάνυσµα της A2. Συνεπώς η πολυπλοκότητα του αλγορίθµου

απαρίθµησης είναι O(n2D2 lg (nD) + t), όπου t είναι ο αριθµός των πιθανών τετραπλεύρων

προσθετέων.

Στην πράξη δυνάµεθα να απαλλείψουµε τους λογαριθµικούς παράγοντες στην πολυπλοκότη-

τα χρησιµοποιώντας δοµές κατακερµατισµού (hash functions) για την αποθήκευση των στοιχείων

της A2. Εάν επιθυµούµε να µειώσουµε της απαιτήσεις σε χώρο τότε µπορούµε να χρησιµοποιή-

σουµε µια ειδική δοµή δεδοµένων η οποία παράγει (σε αύξουσα ή ϕθίνουσα σειρά) όλα τα πιθανά

αθροίσµατα δύο διανυσµάτων [για λεπτοµέρειες δείτε 272] και η οποία έχει χωρική πολυπλοκό-

τητα O(nD) και χρόνο πρόσβασης O(lg (nD)).
Η παραπάνω συζήτηση µας οδηγεί στο ακόλουθο ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 8.16

Υπάρχει ένας αλγόριθµος για το δεςισιον 4�summand πρόβληµα µε χρονική πολυπλοκότηταO(n2D2 lg (nD)).
Υπάρχει ένας αλγόριθµος για το 4�summand πρόβληµα µε χρονική πολυπλοκότηταO(n2D2 lg (nD)+t). Η χρονική πολυπλοκότητα είναι και στις δύο περιπτώσεις O(nD).
Προσθετέος µε k ακµές

Για το γενικό k�summand πρόβληµα διαχωρίζουµε δύο περιπτώσεις, όταν το k είναι άρτιος ή

περιττός. ΄Οπως και στις προηγούµενες παραγράφους πρώτα ϑα εξετάσουµε το πρόβληµα από-

ϕασης.

Σε κάθε περίπτωση πρώτα υπολογίζουµε τις ακολουθίες E και A και στη συνέχεια υπολογί-

Ϲουµε όλα τα πιθανά αθροίσµατα από bk2 διανύσµατα της A. Αφού η πληθικότητα της A είναι
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Αλγεβρικοί αλγόριθµοι και εφαρµογές στη γεωµετρίαO(nD), αυτός ο υπολογισµός απαιτεί O((nD)b k2 ) χρόνο και χώρο της ίδιας τάξης µεγέθους.

Συµβολίζουµε αυτή την ακολουθία µε A k2 .

Εάν το k είναι περιττός τότε ταξινοµούµε την A k2 , πρώτα σε σχέση µε τη διεύθυνση, στη

συνέχεια σε σχέση µε την x και y συντεταγµένη. Η ταξινόµηση απαιτείO((nD)b k2  lg (nD)) χρόνο.

Συνεχίζουµε όπως και στην περίπτωση του προβλήµατος 3�summand. Για κάθε πρωταρχικό

διάνυσµα e 2 E , διατρέχουµε την A k2 µε δύο δείκτες : ΄Εναν από τα αριστερά στα δεξιά και

έναν µε αντίθετη ϕορά, προκειµένου να ϐρούµε δύο διανύσµατα της A k2 τέτοια ώστε η διεύθυνση

του αθροίσµατός τους να είναι αντίθετη αυτής του e. Η πολυπλοκότητα του αλγορίθµου είναιO(nd k2 eDb k2  + (nD)b k2  lg (nD)) ή O(nd k2 eDb k2 ) αν υποθέσουµε ότι n > lg (nD).
Εάν το k είναι άρτιος τότε προχωρούµε όπως στην περίπτωση του προβλήµατος 4�summand.

∆ηλαδή ταξινοµούµε την A k2 , πρώτα σε σχέση µε την x συντεταγµένη και στη συνέχεια σε σχέση

µε την y. Η ταξινόµηση απαιτεί O(nd k2 eDb k2  lg (nD)) χρόνο. Παρατηρούµε ότι αφού το k είναι

άρτιος, τότε dk2e = bk2 . Τέλος, για κάθε διάνυσµα της A k2 , αναζητούµε ένα άλλο διάνυσµα µε

αντίθετες x και y συντεταγµένες. Η αναζήτηση απαιτεί O(lg (nD)) χρόνο. ΄Αρα η πολυπλοκότητα

του αλγορίθµου είναι O(nd k2 eDb k2  lg (nD)).
΄Οσο αφορά το πρόβληµα απαρίθµησης, και στις δύο περιπτώσεις, k άρτιος ή περιττός, συνε-

χίσουµε την αναζήτηση ακόµα και όταν ϐρούµε έναν k�summand.

Η παραπάνω συζήτηση µας επιτρέπει να διατυπώσουµε το παρακάτω ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 8.17

Υπάρχει ένας αλγόριθµος για το δεςισιον k�summand πρόβληµα µε χρονική πολυπλοκότηταO(nd k2 eDb k2 �), όπου � = 1 αν ο k είναι περιττός και � = lg (nD) αν ο k είναι άρτιος.

Υπάρχει ένας αλγόριθµος για το ενυµερατιον k�summand πρόβληµα µε χρονική πολυπλο-

κότητα O(nd k2 eDb k2 � + t), όπου t είναι το πλήθος όλων των (διαφορετικών) διασπάσεων σε δύο

προσθετέους, όπου τουλάχιστον ο ένας έχει k ακµές.

Η χωρική πολυπλοκότητα και στις δύο περιπτώσεις είναι O((nD)b k2 ).
8.3 Υλοποίηση και πολύγωνα µε ένα και κανένα εσωτερικό

ακέραιο σηµείο

Στην παρούσα παράγραφο σκιαγραφούµε την υλοποίησή µας στους αλγορίθµους που έχουµε

αναφέρει και παρουσιάζουµε και µία εφαρµογή που αφορά όλες τις δυνατές διασπάσεις κατά

Minkowski όλων των ακέραιων πολυγώνων µε ένα και κανένα εσωτερικό ακέραιο σηµείο. Επίσης

παρουσιάζουµε και πειράµατα σε διάφορα τυχαία δεδοµένα.

Η υλοποίηση των αλγορίθµων έγινε σε γλώσσα C++ και χρησιµοποιήσαµε την γεωµετρική

ϐιβλιοθήκη cgal [50]. Η cgal παρέχει αντικείµενα και λειτουργίες για σηµεία, διανύσµατα

και πολύγωνα. Επιπρόσθετα παρέχει µία κλάση για τη διεύθυνση διανυσµάτων και συγκρίσεις

µεταξύ τους. Ο κώδικάς είναι ελεύθερα διαθέσιµος στη διεύθυνση http://www.di.uoa.gr/˜et.

Τα πειράµατα εκτελέστηκαν σε έναν υπολογιστή 2.6GHz Pentium, µε 1GB RAM, µε λει-

τουργικό σύστηµα Linux, µε πυρήνα έκδοσης 2.6.10. Για την µεταγλώτισση των προγραµµάτων

χρησιµοποιήθηκε ο µεταγλωτιστής g++, v. 3.3.5, µε επιλογές -O3 -DNDEBUG.
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Πειράµατα µε τυχαία ακέραια πολύγωνα

Πραγµατοποιήσαµε διάφορα πειράµατα προκείµενου να ελένξουµε την αποδοτικότητα των αλ-

γορίθµων που προτείνουµε για τα δεςισιον f2; 3; 4g�summand προβλήµατα. Θα συµβολίσουµε

τους αλγορίθµους µε ET(s), ET(t) και ET(q) αντίστοιχα. Επίσης υλοποιήσαµε στη cgal τον

αλγόριθµο των Γαο ανδ Λαυδερ [111], ο οποίος αναφέρεται στο γενικό πρόβληµα της διάσπα-

σης κατά Minkowski. ϑα συµβολίσουµε αυτόν τον αλγόριθµο µε GL. Οι χρόνοι των πειραµάτων

παρουσιάζονται στον Πίνακα 8.1 και είναι σε msec.

Οι στήλες Ak; Bk; Ck και Dk, όπου k 2 f10; 20; 30; 40; 50; 60; 70g, αναφέρονται σε 500 ακέ-

ϱαια πολύγωνα µε k ακµές, δειγµατολειπτηµένα στο χωρίο [0; 3000℄� [0; 3000℄. Τα πολύγωνα των

δεδοµένων Bk; Ck και Dk, κατασκευάστηκαν έτσι ώστε να επιδέχονται τουλάχιστον µία διάσπαση

µε προσθετέο ευθύγραµµο τµήµα, τρίγωνο και τετράπλευρο, αντίστοιχα. Η στήλη Ek αναφέρεται

σε 500 ακέραια πολύγωνα τα οποία είναι η κυρτή ϑήκη 50 τυχαίων ακέραιων σηµείων στο χωρίο[0; k℄ � [0; k℄.
Σε όλες τις περιπτώσεις οι αλγόριθµοι που προτείνουµε είναι σηµαντικά γρηγορότεροι. Αυτό

συµβαίνει λόγω του γεγονότος ότι οι ET αλγόριθµοι είναι ειδικευµένοι για διασπάσεις σε προσθε-

τέους µικρού µεγέθους και άρα επιλύουν ένα πολυωνυµικό πρόβληµα ενώ αντίθετα ο αλγόριθµος

GL επιλύει το γενικό πρόβληµα που είναι NP-complete. Ιδιαίτερα πρέπει να προσεχθεί ότι οι χρό-

νοι του αλγορίθµου ET(s) είναι σχεδόν οι ίδιοι σε όλα τα δεδοµένα. Ο λόγος γιαυτό είναι ότι η

πολυπλοκότητά του εξαρτάται γραµµικά (και µόνο) από το πλήθος της εισόδου. Επιπρόσθετα ο

περισσότερο χρόνος του GL αλγορίθµου δαπανάται για τον υπολογισµό των εσωτερικών ακέραιων

σηµείων και συνεπεία αυτού οι χρόνοι για τα δεδοµένα Ak; Bk; Ck;Dk δεν είναι καθόλου ικανο-

ποιητικοί. Ωστόσο στην περίπτωση Ek, όπου τα πολύγωνα έχουν λίγα εσωτερικά ακέραια σηµεία

οι χρόνοι του GL είναι αρκετά ανταγωνιστικοί.

Σε κάθε περίπτωση, αν και τα πειράµατα δείχνουν την υπεροχή των αλγορίθµων που προτεί-

νουµε απαιτείται µια προσεκτική και αποδοτική υολοποίηση αλλά και ένας πιο εµπεριστατωµένος

πειραµατισµός.

Ακέραια πολύγωνα χωρίς εσωτερικά ακέραια σηµεία

Υπάρχουν µόνο 16 ακέραια πολύγωνα µε ένα εσωτερικό ακέραιο σηµείο (modulo unimodular

transformations), όπως απέδειξε ο Rabinowitz [220] [δείτε επίσης 237]. Υπολογίζουµε όλες τις

δυνατές διασπάσεις κατά Minkowski. Τα αποτελέσµατα εµφανίζονται στο Σχ. 8.4 και στο Σχ. 8.5.

Τέτοιου είδους ακέραια πολύγωνα παρουσιάζουν ιδιαίτερο ενδιαφέρον για τα Bézier patches

[115, 164, 165].

Ακέραια πολύγωνα µε κανένα εσωτερικό ακέραιο σηµείο

Υπολογίσαµε όλες τις διασπάσεις ακεραίων πολυγώνων µε κενένα εσωτερικό σηµείο και εµβαδό

µικρότερο ή ίσο από 3. ΄Ολες οι δυνατές διασπάσεις εµφανίζονται στο Σχ. 8.6.

Αν χρησιµοποιήσουµε τους αλγορίθµους για f2; 3; 4g�summand των προήγουµενων παραγρά-

ϕων µπορούµε να διασπάσουµε όλα τα ακέραια πολύγωνα (up to unimodular transformations)

µε κανένα εσωτερικό ακέραιο σηµείο. ΄Ολες οι δυνατές διασπάσεις παρουσιάζονται στο Σχ. 8.7.
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ET(s) 0:007 0:01 0:02 0:03 0:04 0:04 0:05
ET(t) 1:1 5:1 9:6 16:5 30:1 40:3 56:2
ET(q) 1:6 6:2 11:6 19:1 34:4 46:1 65:1
GL 11150 15270 22050 23995 23370 26205 27315B10 B20 B30 B40 B50 B60 B70

ET(s) 0:004 0:006 0:008 0:01 0:01 0:02 0:02
ET(t) 4:3 7:2 9:7 17:3 25:5 39:3 49:9
ET(q) 3:3 9:2 12:1 19:2 29:7 44:8 57:4
GL 27330 50105 37930 53635 46345 54205 36475C10 C20 C30 C40 C50 C60 C70

ET(s) 0:003 0:006 0:008 0:01 0:01 0:02 0:02
ET(t) 1:8 3:6 10:4 16:3 27:8 37:5 53:7
ET(q) 2:6 5:3 12:7 18:2 33:0 43:2 62:1
GL 25630 27065 52810 37215 84510 86555 51465D10 D20 D30 D40 D50 D60 D70

ET(s) 0:003 0:006 0:008 0:01 0:01 0:02 0:02
ET(t) 1:6 5:2 9:4 19:3 28:3 43:2 54:3
ET(q) 1:9 5:5 11:2 22:4 33:5 49:5 63:1
GL 32950 78840 72230 71240 75805 64690 73335E10 E20 E30 E40 E50 E60 E70
ET(s) 0:002 0:003 0:003 0:003 0:004 0:004 0:004
ET(t) 0:1 0:4 0:3 0:4 0:4 0:5 0:5
ET(q) 0:1 0:3 0:4 0:4 0:5 0:6 0:6
GL 0:1 0:2 0:4 0:7 1:2 1:6 2:2

Πίνακας 8.1: Πειραµατικά αποτελέσµατα

Καταρχάς πρέπει υπολογίσουµε όλα τα ακέραια πολύγωνα µε κανένα εσωτερικό σηµείο και

γιαυτό χρειαζόµαστε το παρακάτω ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 8.18

[237] Κάθε ακέραιο πολύγωνο µε κάνένα εσωτερικό ακέραιο σηµείο είναι, κάτω από ένα µετα-

σχηµατισµό ο οποίος έχει πίνακα µε ορίζουσα 1 (unimodular transformation) ισοδύναµο µε ένα

πολύγωνο Tm;n µε κορυφές f(0; 0); (0; 1); (m +n; 0); (n; 1)g, όπου m;n � 0, ή ένα τρίγωνο �2 µε

κορυφές f(0; 0); (2; 0); (0; 2)g.
Η ακολουθία ακµών του �2 είναι f2(1; 0); 2(�1; 1); 2(0;�1)g. Εύκολα µπορούµε να διαπι-

στώσουµε ότι το �2 επιδέχεται διάσπαση κατά Minkowski σε δύο ίσους προσθετέους που είναι
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Σχήµα 8.4: ∆ιάσπαση κατά Minkowski ακέραιων πολυγώνων µε ένα εσωτερικό ακέραιο σηµείο

(συνεχίζεται στο επόµενο σχήµα).

τρίγωνα. Αν το �1 είναι τρίγωνο µε κορυφές f(0; 0); (1; 0); (0; 1)g τότε �2 = �1 � �1 = 2�1.
Παρατηρούµε ότι τα �2 και �1 είναι οµοθετικά. Η διάσπαση παρουσιάζονται στην πρώτη γραµµή

του Σχ. 8.7.

Προκειµένου να διασπάσουµε όλα τα ακέραια πολύγωνα Tm;n διακρίνουµε τις ακόλουθες

περιπτώσεις :

• m � 1; n = 0
Σε αυτή την περίπτωση το πολύγωνο T1;0 είναι τρίγωνο µε κορυφές f(0; 0); (m; 0); (0; 1)g
και η ακολουθία ακµών του είναι f(m; 0); (�m; 1); (0; 1)g. Εύκολα µπορούµε να ελένξουµε

ότι το τρίγωνο δεν επιδέχεται διάσπαση κατά Minkowski. Στο ίδιο συµπέρασµα µπορούµε

να ϕτάσουµε αν χρησιµοποιήσουµε την προσέγγιση των Gao and Lauder [111, Th. 8]

ελέγχοντας ότι gd (0; 1;m) = 1.

• m = 0; n � 1
Σε αυτή την περίπτωση το πολύγωνο T0;n είναι τετράπλευρο µε κορυφές f(0; 0); (n; 0); (n; 1); (0; 1)g
και η ακολυθία ακµών του είναι f(n; 0); (0; 1); (�n; 0); (0;�1)g. Οι δύο προσθετέοι της διά-

σπασης κατά Minkowksi του πολυγώνου είναι είτε δύο ευθύγραµµα τµήµατα (αυτή είναι η
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Σχήµα 8.5: Συνέχεια : ∆ιάσπαση κατά Minkowski ακέραιων πολυγώνων µε ένα εσωτερικό ακέ-

ϱαιο σηµείο.

πρώτη ισότητα της δεύτερης γραµµής του Σχ. 8.7) ή ένα ευθύγραµµο τµήµα και ένα ορθο-

γώνιο (αυτή είναι η δεύτερη ισότητα της δεύτερης γραµµής του Σχ. 8.7), όπου 1 � k � n. Η

τελευταία ισότητα της δεύτερης γραµµής του Σχ. 8.7 αντιπροσωπεύει τη µοναδική διάσπαση

κατά Minkowski του πολυγώνου T0;n σε n+ 1 µη περαιτέρω διασπάσιµους προσθετέους.

• m � 1; n � 1
Σε αυτή την περίπτωση το πολύγωνο Tm;n είναι ένα τραπέζιο µε κορυφές f(0; 0); (m +n; 0); (n; 1); (0; 1)g και η ακολουθία ακµών του είναι f(m+n; 0); (�m; 1); (�n; 0); (0;�1)g.
Μπορούµε να διασπάσουµε το Tm;n σε δύο προσθετέους είτε σε ένα ευθύγραµµο τµήµα και

ένα τραπέζιο (αυτή είναι η πρώτη ισότητα της τρίτης γραµµής του Σχ. 8.7, όπου 1 � k � n)

είτε στο σε ένα τρίγωνο και ένα ευθύγραµµο τµήµα (αυτή είναι η δεύτερη ισότητα της τρίτης

γραµµής του Σχ. 8.7). Η τελευταία ισότητα της τρίτης γραµµής του Σχ. 8.7 παρουσιάζει τη

µοναδική διάσπαση κατά Minkowski του T0;n σε µη περαιτέρω διασπάσιµους προσθετέους.
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Σχήµα 8.6: ∆ιάσπαση κατά Minkowski ακέραιων πολυγώνων µε κανένα εσωτερικό ακέραιο ση-

µείο και εµβαδόν µικρότερο από 3.

8.4 Βελτίωση του γενικού αλγόριθµου διάσπασης

Σε αυτό το εδάφιο επανερχόµαστε στο γενικό πρόβληµα του minkowski-decomposition και προ-

τείνουµε µια διαφορετική προσέγγιση για την επίλυση του από αυτή των Gao and Lauder [111]

η οποία ϑα µας επιτρέψει να ϐελτιώσουµε την αυµπτωτική πολυπλοκότητα του προβλήµατος.

Θεωρούµε ωστόσο πιο σηµαντικό το γεγονός ότι αναµένουµε αυτή η εναλλακτική προσέγγιση να

οδηγήσει σε πολύ γρήγορες υλοποιήσεις για πρακτικά προβλήµατα και να επιτρέψει την ανάπτυ-

ξη πιθανοτικών και προσεγγιστικών αλγορίθµων.

Η ϐασική ιδέα είναι ότι αρκεί η εύρεση συνδυασµών των διανυσµάτων των οποίων το (διανυ-

σµατικό) άθροισµα είναι µηδέν. Παρατηρούµε ότι το άθροισµα ενός υποσυνόλου του αρχικού

συνόλου των διανυσµάτων είναι µηδέν αν και µόνο αν το άθροισµα τόσο των x όσο και των y
συντεταγµένων είναι µηδέν.

Για τα επόµενα ϑα χρειαστούµε τον ορισµό του προβλήµατος subset-sum, το οποίο είναι

NP-complete:

Πρόβληµα 8.19. subset-sum

∆οθέντος ενός συνόλου n ϑετικών ακεραίων και ενός στόχου S, αποφάσισε εάν υπάρχει ένα

υποσύνολό τους τέτοιο ώστε τα στοιχεία του να αθροίζουν σε S.

Θα χρησιµοποιήσουµε τον ακόλουθο µετασχηµατισµό :
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Σχήµα 8.7: ∆ιάσπαση κατά Minkowski όλων των ακέραιων πολυγώνων µε κανένα εσωτερικό

ακέραιο σηµείο.

Λήµµα 8.20. ΄Ενα στιγµιότυπο του προβλήµατος minkowski-decomposition µπορεί να µετασχη-

µατιστεί σε ένα στιγµιότυπο του προβλήµατος subset-sum, έτσι ώστε το στιγµιότυπο του minkowski-

decomposition να επιδέχεται λύσης αν και µόνο αν το στιγµιότυπο του subset-sum επιδέχεται λύσης.

Απόδειξη: ΄ΕστωQ ακέραιο πολύγωνο µε n κορυφές και έστωDE ο µεγαλύτερος ακέραιος που

εµφανίζεται στις συντεταγµένες. Υπολογίζουµε την ακολουθία πρωταρχικών ακµών E . Θεωρούµε

τις συντεταγµένες των πρωταρχικών ακµών ei και αντιστοιχούµε σε κάθε διάνυσµα τον ϑετικό

αριθµό ai = eix + Leiy + DE όπου 1 � i < n και L αρκούντως µεγάλο, για παράδειγµαL = nDE. Προσθέτουµε την ποσότητα DE σε κάθε ai έτσι ώστε ai > 0; 1 � i < n. Θεωρούµεdi αντίγραφα κάθε ai, και έτσι ο συνολικός τους αριθµός είναι
Pni=1 di = O(nD).

Τώρα έχουµε ολοκληρώσει τον µετασχηµατισµό και αφού το πολύγωνο Q επιδέχεται διά-

σπασης αν και µόνο αν υπάρχει ένα υποσύνολο των ai του οποίου τα στοιχεία να αθροίζουν σε
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µηδέν. Η ϐασική ιδέα είναι ότι εάν ένα ai ανήκει στο εν λόγω υποσύνολο τότε η ακµή στην οποία

αντιστοιχεί ανήκει σε προσθετέο του πολυγώνου και το αντίστροφο.

Παρατηρούµε ότι ο µετασχηµατισµός απαιτεί O(nD) χρόνο, και ότι ίδιας τάξης είναι και το

µέγεθος του προβλήµατος συβσετ-συµ. ΟΕ∆

Η πολυπλοκότητα επίλυσης του subset-sum µε τη χρήση δυναµικού προγραµµατισµού είναιO(N2W ) [δείτε για παράδειγµα 135], [56] όπου N είναι η πληθικότητα του συνόλου και W
είναι ένα άνω ϕράγµα στην απόλυτη τιµή κάθε στοιχείου. Στην περίπτωσή µας N = O(nD)
και W = O(nDE2), συνεπώς η συνολική πολυπλοκότητα του αλγορίθµου είναι O(n3D3E2). Η

πολυπλοκότητα είναι η ίδια µε αυτή του αλγορίθµου των Gao and Lauder [111].

Ωστόσο, η προσέγγιση που υιοθετήσαµε µας επιτρέπει να χρησιµοποιήσουµε το πρότυπο

του δυναµικού προγραµµατισµού και είναι εντελώς διαφορετική από αυτή των Gao and Lauder

[111], καθώς αποφεύγουµε τον ϱητό υπολογισµό των εσωτερικών ακέραιων σηµείων του πολυγώ-

νου. Επιπρόσθετα, εάν χρησιµοποιήσουµε τον αλγόριθµο ισοζυγίου (balancing algorithm) του

Pisinger [217] για να επιλύσουµε το αντίστοιχο subset-sum πρόβληµα, και ο οποίος έχει την

καλύτερη δυνατή πολυπλοκότητα, O(NW ), τότε η πολυπλοκότητα του αλγόριθµου διάσπασης

είναι O(n2D2E2). Με αυτή την τεχνική ϐελτιώνουµε την πολυπλοκότητα του προβλήµατος κατά

ένα παράγοντα nD.

Η προηγούµενη συζήτηση µας επιτρέπει να διατυπώσουµε το παρακάτω ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 8.21

Υπάρχει ένας αλγόριθµος για το δεςισιον minkowski-decomposition πρόβληµα µε αριθµητική πο-

λυπλοκότητα O(n2D2E2).
8.5 Μελλοντικές επεκτάσεις

Προκειµένου να απαριθµήσουµε όλους τους δυνατούς προσθετέους ενός ακέραιου πολυγώνου,

ακολουθούµε την προσέγγιση της Παραγράφου 8.4 και µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε κάποιον

από τους διάφορους αλγορίθµους που είναι διαθέσιµοι για το πρόβληµα partition [135]. Ωστόσο

απαιτείται µια ενδελεχής πειραµατική µελέτη προκειµένου να υιοθετήσουµε ή να συνάδουµε τον

ϐέλτιστο αλγόριθµο.

Επιπρόσθετα, η προσέγγιση της Εν. 8.4 µπορεί εύκολα να οδηγήσει σε ένα πιθανοτικό αλ-

γόριθµο. Επιλέγουµε L = nDE. Οι ποσότητες είναι της µορφής ai = eix + Leiy, µε µέγιστη

τιµή E(L+1), και υπάρχουν di � D αντίγραφα από κάθε ai. Συµπεραίνουµε ότι η µέγιστη τιµή

αθροίσµατος είναι nDE(L+ 1) = O((nDE)2).
Προκειµένου να ελέγξουµε εάν το άθροισµα µηδενίζεται mod p, όπου p > 0 είναι ένας τυ-

χαίος ακέραιος, πρέπει να ϕράξουµε την πιθανότητα Prob[failure℄ ότι ένα τυχαίο άθροισµαS 2 [0; nDE(L + 1)℄ µηδενίζεται mod p, όταν S 6= 0, όπου p είναι ένα πρώτος αριθµός επιλεγ-

µένος τυχαία από στο διάστηµα [2; : : : ; x℄.
Μπορούµε να επιτύχουµε το στόχο µας χρησιµοποιώντας τον πιθανοτικό αλγόριθµο ελέγχου

ισότητα αλφαριθµητικών από το ϐιβλίο των Motwani and Raghavan [196].
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Λήµµα 8.22. γ [196] ΄Εστω a, b δύο αριθµοί µε � δυαδικά ψηφία (bits) ο καθένας. Αν a 6= b, τότε

Prob[failure℄ = Prob[a = b mod p℄ < 12
όπου p είναι ένας πρώτος αριθµός οµοιόµορφα κατανεµηµένος στο διάστηµα [2; : : : ; 4� 2℄.
Στην περίπτωσή µας a = 0 και b = S, οπότε χρειαζόµαστε � ' 2 lg (nDE) bits για να τους

κωδικοποιήσουµε. ΄Ετσι µπορούµε να χρσιµοποιήσουµε το προηγούµενο Λήµµα, επιλέγοντας

έναν πρώτο αριθµό από το διάστηµα [2; : : : ; 4� 2℄, προκειµένου να επιτύχουµε Prob[failure℄ <12 .

Καταλήγοντας, η αναγωγή του προβλήµατος της διάσπασης στο subset-sum πρόβληµα ενδέ-

χεται να οδηγήσει σε προσεγγιστικούς αλγορίθµους. ΄Ενα πρώτο ϐήµα σε αυτή την κατεύθυνση

πιθανόν να είναι η υιοθέτηση του πρώτου πραγµατικά πολυωνυµικού χρόνου προσσεγγιστικού

σχήµατος για το subset-sum πρόβληµα των Ibarra and Kim [137] ή η υιοθέτηση του γρηγορότερου

µέχρι σήµερα προσεγγιστικού αλγορίθµου των Kellerer et al. [151].
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