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1. (5 points) DansR ?, muni de la base canoniqi®= ¢ i = | 0 ,7: 7

Y

o = O

0
=|0]| ¢, Soity
1

jam)

I'endomorphisme efini pary <7>> = ?+7>+?, © <7> = ?+27+3?, © <?> = 37+27+?.
Donner la matricel dey dans la bas#. Quel est est son rang 2Rrminerkery etlmy (donner pour
chacun de ces deux sous-espaces vectoriels une base et la dimension). On rappelle que pour deux sc
espaces vectoriels et ¢ d’'un méme espace vectorielim(F' + ) = dim F' + dim G — dim F' N G.

Montrer queKery N Imp = {ﬁ} et en @duire qUER ® = Keryp & Imep.

0 1 1 1
2. (5 points)Quel est le rang du syatie de vecteurs d@*: { @ = 1 U= 8 W= _1 = _1 ?
0 1 -1 —1
0 1 1 1
En déduire que la matric® = 1 8 _1 _1 est inversible. Calculer son inverse et exddire la
01 -1 -1
y + 2z + 1 1
solution du sysgme lirgaire -zt t=2
+ z =t =3
y — 2z — t =4
¢ 4 — =
Quelles sont les coordoaas dans la base = {7, v, w, 7} deR*duvecteuri +25 +3Fk +41

(ou {?, ?, ?, ?} est la base canonique &¢')?

3. (6 points) Soit v I'endomorphisme deR * muni de sa base canonique = {?,7,?} défini
par: ¢ <7>> - 57 + 7 + 2?,99 <7> — 37 + 37 + 2?,99 <?> — 37 — 7 + 67 . Donner la
matrice A dep dans la base canoniqifedeR °.

1 0 1
Soient les vecteurs dB®: 7 = | —1|,7 = 1|,% = |0]| (coordonees dans la base
0 -1 1

canonique). Montrer qu8’ = {%, v, W} est une base d&>. Donner la matrice de passagede
B aB’ etsoninversé’~!. Calculer la matriced’ dey dansB3’ et sa puissance mi"”. En ddduireA™.
Application: on donne les trois suitesalles(u,,).en, (V5 )nen, (W, )nen définies par les relations de

Upt1 = ou, + 3v, + 3w,
réecurrenced v, = u, + 3v, — w, €tuy = vy = we = 1. Montrer que si on pose
Wpy1 = 2u, + 2v, + 6w,
Up,
U,= | v, |,alorsU,,, = AU, et en &duire que/,, = A"U,. Utiliser le calcul deA™ pour calculer
Wy,

les termes gréraux deu,,, v, etw,. e



0 1 0

0 0 1
0 0 0

I'(t)y = I +tN + %NQ (ou I est la matrice de l'application identique). Calculgr).I'(—¢) et en

déduire quevt € R, ['(¢) est une matrice inversible, c’eatdire unelement de7L ;(R). Montrer que

Vs € R,Vt € R, I'(s).I'(t) = I'(s + t) et quel' : ¢ — I'(¢) est un morphisme de groupes injectif de

(R, +) dans(G'L3(R), x).

4. (4 points) Soit la matrice cagé N = . CalculerN? et N2. On pose, pour tout € R,

5. (5 points)Soit £ = M, »(R), espace vectoriel des matrices easa 2 lignes et 2 colonnes, muni
: . [1 0], o1 o o o o -
de la base canonigug = {A = {0 0} , L= {0 0} M = [1 0} , N = {0 1” (ainsi toute
matriceA = {Z Z} de I/ s’écrit de margre uniqued = a K + bL + ¢cM + dN). SoitH = [1 _1
etsoitp(A) = H™'AH.
Montrer quep est un isomorphisme dé (indication : montrer que est lindaire et que sit’ = H~'AH,
alorsA = HA'H™'). Calculer explicitemenp ({Z ZD etp! ({Z ZD et donner les matrices
de et dep~! dans la base canoniquede £ (NB: £ étant de dimension 4, ce sont des matrees °
lignes et 4 colonnes).
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11 3 1 1-1 3-3 1 0 0 1 0 0
1L.A=|1 2 2|,etrgA=rg|1l 2—-1 2—-3|=r¢g|1 1 —-1|=rg|l 1 0]|=2.
1 3 1 1 3—1 1-3 1 2 =2 12 0
Donclm¢ est de dimension 2 éfere de dimensiory — 2 = 1. Deséquations déerp sont:
r+ y+3z = 0 (1) —4
r+2y+2z = 0 (2) ,dou((2)—(1)):y—z=0ete =—4y, soitKerp =R 1| etlmyp
t+3y+ z = 0 (3) 1
1 1
est engendr (par exemple) par les 2 premiers vecteurs-colonneg geit:Imp =R [ 1| + R |2
1 3
x A+ p
Montrons queKery N Imp = {ﬁ} »soit | y | = | A+ 2x | un vecteur quelconque deny : il est
z A+ 3u

dansKery ssiz+y+ 32z = 0 etz + 2y + 22 = 0 (équations d&ery, la 3* &tant une combinaison kire
des 2 pren@res), soit 5\ + 12y = 0 et5A + 10p = 0, d'ou A = p = 0, i.e. Kerp N Imp = {ﬁ}

Donc, puisquelim (Kere + Imy) = dim Kerp + dimIme = 3, avecKerp N Imp = {ﬁ}, on a bien
R? = Kerp @ Imep.

0 1 1 1 10 0 0 10 0 0
1 0 -1 1 0 1 -1 1 0 1 0 0
2.rg (W, 0, W, 7T)=rg L0 R I R 5 0 =4,
0o 1 -1 -1 10 =2 =2 10 -2 =2
0 1 1 1
Donc la matriceP = 1 8 _1 1 est inversible. Calculons son inverse esalvant le sysime
0o 1 -1 -1
y +z 4+t =15 05 0 ; 0 (1)
S, —z 4+t =0 ; 1 ; 0 ; 0 (2
lineaire: e M =00 10 (3
y —z —t =0 ; 0 ; 0 ; 1 (4
: 1 1 1 1 N
De(2) + (3) ontire:z =0 ; 37 57 Oetde(l) + (4):y = 7 0;0; §d'oudans(1) et(4):
P10, PP U P
T T T T R T T T T T
0 _ _
2 2 0
1 1 x 1
-0 0 y 5
soitenfin:P~t = |2 | | 7 |.Lasolution du systhe liréaire P 7| = |5 estdonc
44 44 t 4
1 1 1 1
L4 4 4 4 -
x 1 )
1 . , .
i = p-! § =3 _? . Puisque les coordoeers d’'un vecteur dans la nouvelle base Ayi
t 4 -2

sont obtenuea partir de celles dans I'ancienne base par multiplicagigrauche paf~—! (P estétant

la matrice de changement de base), les cooréesialans la bade de7 + 27 +3k +41 sontles

x,y, z,t trouvés en solvant ce systme lirgaire, les, 5, =5 -1



5 3 3
3. La matrice dey dans la base canonique & estA = |1 3 —1|. Le rang du systme de
2 2 6
1 0 1 1 0 1-1 1 0 0
vecteurdw, v, wW)estrg| -1 1 0| =rg| -1 1 04+1]=rg| -1 1 1
0 -1 1 0 -1 1-0 0 -1 1
1 0 0
=rg| -1 1 0] =3,doncB' = {u,v,w} estbien une base d&>. La matrice de passage de
0 -1 2
1 0 1
la base canoniquB a la base3’ estP = | —1 1 0 |.Calculons son inverse~! en ©solvant le
0 -1 1
x +z =1 ; 0 ; 0 (1)
syseme lirdaire:{ —x +y =0; 1 ; 0 (2
—y 4z =0 ; 0 ; 1 (3)
De(l) +(2)et(3),ontire:y+z=1; 1; 0et—y+2=0; 0; 1dou ' ' '
2 2 2
y:l; l;—le'[z::l; l; letenfinx:l;—l;—l,soitP—I: ! L ,d’ou la
22 2 2272 2 2 2 2 2 2
1 1 1
1 1 1 2 2 2
2 2 2 5 3 0 1
. _ ~ 1 1 1 .
matrice dep danslabas®’: A’ = P~1AP = | — - = 1 3 -1 -1 1 0], soit
T 32 2 0 —1 1
2 2 2
1 -1 -1 1 0 4 2 0 0 27 0 0
A= |1 [ —1 2 0l =10 4 0] (matricediagonale),doA™ = | 0 4* 0
1 1 1 0 -2 4 0 0 8 0o 0 g
1 1 1
I 0 4112 0 0 % % %
On en &duit queA™ = PA"P™' = | -1 2 0 0 4" 0 - - =
0 -2 4|0 o ||} T 7%
2 2 2
1 1 0 4 27 0 0 1 -1 -1
=—|-1 2 0 0 4% 0 1 1 -1
200 =2 4o o s |1 1 1
1 4 x 8" 427 4 x 8 — 2" 2" — 2 x4
= - 2 x4n =27 2" 44" 2" — 2 x4
2lax8m—2x 4" Ax§ —2x 4" 4x 8§ 2 x4
Application: U, = AU, s’écrit aussi:
Uy 1 4 x 8" 427 4 x 8" =27 2" — 2 x4 1
v, | =U, =AUy == 2 x 4" =2 2" 447 2" — 2 x4 1|, soit:
Wy, 4 x 8 —2x4" 4x8 —2x4" 4x&+2x4" 1

Up = 8" — 2 x 4" 4+ 2" v, = 4", w, = 8T — 2 x 4"

(etdonc,vn > 3, N* = 0). Un calcul simple montre que

o OO
o O =
D
—
<
Il
o OO
o OO
o OO



Vi€ R, T(t).I(—t) = (I +tN+EN?)(T-tN+EN?) = [,i.e.T(t) estinversible el (t)] =" = T'(—1).

+oo
t" . A
(NB: commeYn > 3, N* = 0, I'(¢) n'est autre quexp(tN) = Z —’N”). On obtient de rafne que
n.
n=0
I(s).I'(t) = I+ (t+s)N + @NQ = I'(s + t), donct — I'(¢) est un morphisme de groupes
de (R,+) dans(G'Ls(R), x). Enfin l'injectivité s’obtient en identifiant: si € Kerp, I'(t) = I, i.e.
1 ¢t £ 10 0
2
0 1 ¢ ] =/=1]0 1 0],etdonc = 0: ¢ est bien un morphisme de groupes injectif.
0 0 1 0 0 1

5. ¢ est clairement ligaire, i.e. c’est un endomorphisme Bebijectif car I'équation emd : p(A) = A,
ou A’ est quelconque dans a, comme le montre I'indication du texte, pour solution unidgii¢’ 7!,
donc¢ est un isomorphisme d& (N.B.: commeA’ — HA'H™! est lirdaire commep, ceci montre
aussi qued’ — H A’H~! est la bijectioneciproque (=I'ilsomorphisme inverse) gdé On a:

a b _l 1 1 a b 1 —1 _l at+b+c+d —a+b—c+d
v c d T 9o l=1 1 c d 1 1| 92| —a—-b+ec+d a—b—c+d

1 a b _l 1 —1 a b 1 1 _l a—b—c+d a+b—c—d
v c d T 901 1 c d -1 1| 2|la=—b+c—d a+b+c+d

Pour obtenir la matrice de et celle dey~!, on calcule les images paret ! des vecteurs de base:

. 1 —1 111 [ !
amr=3] 3 T ew=3[ ) ]eon=[] ] em=]} 1]

1 1 -1 1 -1 -1 1 1 -1
1777\ _ = -1 _ = -1 _ = -1 _ =
Sw=s w50 ] een=3 7 =g

1 1 11
o . ; 1l=1 1 =1 1
Onencdadwtlamatrlcedepdanslabas@:{A,L,M,N}.5 1 1 11
1 -1 -1 1

1 -1 -1 1

o 111 1 -1 -1

-1 T
et celle dep danslanemebase.2 1 1 . 1

1 1 1 1




