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1. (5 points)DansR 3, muni de la base canoniqueB =

8<
:
�!
i =

2
4 1

0

0

3
5 ;�!j =

2
4 0

1

0

3
5 ;�!k =

2
4 0

0

1

3
5
9=
;, soit'

l’endomorphisme d´efini par'
�
�!
i
�
=
�!
i +

�!
j +

�!
k ,'

�
�!
j
�
=
�!
i +2

�!
j +3

�!
k , '

�
�!
k
�
= 3

�!
i +2

�!
j +

�!
k .

Donner la matriceA de' dans la baseB. Quel est est son rang? D´eterminerKer' et Im' (donner pour
chacun de ces deux sous-espaces vectoriels une base et la dimension). On rappelle que pour deux sous-
espaces vectorielsF etG d’un même espace vectoriel,dim(F + G) = dimF + dimG � dimF \ G.

Montrer queKer' \ Im' =

n
�!
0

o
et en déduire queR 3

= Ker'� Im'.

2. (5 points)Quel est le rang du syst`eme de vecteurs deR 4 :

8>><
>>:
�!u =

2
664
0

1

1

0

3
775;�!v=

2
664
1

0

0

1

3
775;�!w=

2
664

1

�1

1

�1

3
775;�!x=

2
664

1

1

�1

�1

3
775

9>>=
>>;

?

En déduire que la matriceP =

2
664
0 1 1 1

1 0 �1 1

1 0 1 �1

0 1 �1 �1

3
775 est inversible. Calculer son inverse et en d´eduire la

solution du syst`eme linéaire

8>><
>>:

y + z + t = 1

x � z + t = 2

x + z � t = 3

y � z � t = 4

Quelles sont les coordonn´ees dans la baseB = f�!u ;�!v ;�!w ;�!x g deR 4 du vecteur
�!
i +2

�!
j + 3

�!
k + 4

�!
l

(où
n
�!
i ;
�!
j ;
�!
k ;
�!
l
o

est la base canonique deR 4)?

3. (6 points) Soit ' l’endomorphisme deR 3 muni de sa base canoniqueB =

n
�!
i ;
�!
j ;
�!
k
o

, défini

par :'
�
�!
i
�

= 5
�!
i +

�!
j + 2

�!
k ; '

�
�!
j
�

= 3
�!
i + 3

�!
j + 2

�!
k ; '

�
�!
k
�

= 3
�!
i �

�!
j + 6

�!
k . Donner la

matriceA de' dans la base canoniqueB deR 3.

Soient les vecteurs deR3 : �!u =

2
4 1

�1

0

3
5 ;�!v =

2
4 0

1

�1

3
5 ;�!w =

2
4 1

0

1

3
5 (coordonnées dans la base

canonique). Montrer queB 0 = f�!u ;�!v ;�!w g est une base deR3. Donner la matrice de passageP de
B àB0 et son inverseP�1. Calculer la matriceA0 de' dansB0 et sa puissance ne A0n. En déduireAn.
Application : on donne les trois suites r´eelles(un)n2N; (vn)n2N; (wn)n2N définies par les relations de

récurrence

8<
:

un+1 = 5un + 3vn + 3wn

vn+1 = un + 3vn � wn

wn+1 = 2un + 2vn + 6wn

et u0 = v0 = w0 = 1. Montrer que si on pose

Un =

2
4 un

vn
wn

3
5, alorsUn+1 = AUn et en déduire queUn = AnU0. Utiliser le calcul deAn pour calculer

les termes g´enéraux deun; vn etwn. : : : = : : :



4. (4 points)Soit la matrice carr´eeN =

2
4 0 1 0

0 0 1

0 0 0

3
5. CalculerN2 etN3. On pose, pour toutt 2 R,

�(t) = I + tN +
t
2

2
N2 (où I est la matrice de l’application identique). Calculer�(t):�(�t) et en

déduire que8t 2 R, �(t) est une matrice inversible, c’est-`a-dire unélément deGL3(R). Montrer que
8s 2 R; 8t 2 R; �(s):�(t) = �(s + t) et que� : t 7! �(t) est un morphisme de groupes injectif de
(R; +) dans(GL3(R); �).

5. (5 points)SoitE = M2;2(R), espace vectoriel des matrices carr´eesà 2 lignes et 2 colonnes, muni

de la base canoniqueB =

�
K =

�
1 0

0 0

�
; L =

�
0 1

0 0

�
;M =

�
0 0

1 0

�
; N =

�
0 0

0 1

��
(ainsi toute

matriceA =

�
a b

c d

�
deE s’écrit de mani`ere uniqueA = aK + bL+ cM + dN ). SoitH =

�
1 �1

1 1

�

et soit'(A) = H�1AH.
Montrer que' est un isomorphisme deE (indication : montrer que' est linéaire et que siA 0

= H�1AH,

alorsA = HA0H�1). Calculer explicitement'

��
a b

c d

��
et '�1

��
a b

c d

��
et donner les matrices

de' et de'�1 dans la base canoniqueB deE (NB : E étant de dimension 4, ce sont des matrices `a 4
lignes et 4 colonnes).
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DEUG MIAS 2003-2004
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1.A=

2
41 1 3

1 2 2

1 3 1

3
5 , etrgA=rg

2
4 1 1� 1 3 � 3

1 2� 1 2 � 3

1 3� 1 1 � 3

3
5=rg

2
4 1 0 0

1 1 �1

1 2 �2

3
5=rg

2
4 1 0 0

1 1 0

1 2 0

3
5=2.

DoncIm' est de dimension 2 etKer' de dimension3 � 2 = 1. Deséquations deKer' sont :8<
:

x+ y + 3z = 0 (1)

x+ 2y + 2z = 0 (2)

x+ 3y + z = 0 (3)

, d’où ((2) � (1)) : y � z = 0 etx = �4y, soitKer' = R

2
4�4

1

1

3
5 et Im'

est engendr´e (par exemple) par les 2 premiers vecteurs-colonnes deA, soit : Im' = R

2
4 1

1

1

3
5+R

2
4 1

2

3

3
5.

Montrons queKer' \ Im' =

n
�!
0

o
: soit

2
4 xy
z

3
5 =

2
4� + �

� + 2�

� + 3�

3
5 un vecteur quelconque deIm' : il est

dansKer' ssix+y+3z = 0 etx+2y+2z = 0 (équations deKer', la 3e étant une combinaison lin´eaire

des 2 premi`eres), soit :5� + 12� = 0 et 5� + 10� = 0, d’où � = � = 0, i.e.Ker' \ Im' =

n
�!
0

o
.

Donc, puisquedim(Ker'+ Im') = dimKer'+ dimIm' = 3, avecKer' \ Im' =

n
�!
0

o
, on a bien

R
3
= Ker'� Im'.

2. rg (�!u ;�!v ;�!w ;�!x )=rg

0
BB@

0 1 1 1

1 0 �1 1

1 0 1 �1

0 1 �1 �1

1
CCA=rg

0
BB@

1 0 0 0

0 1 �1 1

0 1 1 �1

1 0 �2 �2

1
CCA=rg

0
BB@

1 0 0 0

0 1 0 0

0 1 2 0

1 0 �2 �2

1
CCA=4.

Donc la matriceP =

2
664
0 1 1 1

1 0 �1 1

1 0 1 �1

0 1 �1 �1

3
775 est inversible. Calculons son inverse en r´esolvant le syst`eme

linéaire :

8>><
>>:

y +z +t = 1 ; 0 ; 0 ; 0 (1)

x �z +t = 0 ; 1 ; 0 ; 0 (2)

x �z +t = 0 ; 0 ; 1 ; 0 (3)

y �z �t = 0 ; 0 ; 0 ; 1 (4)

De (2) + (3) on tire :x = 0 ;
1

2
;
1

2
; 0 et de(1) + (4) : y =

1

2
; 0 ; 0 ;

1

2
d’où dans(1) et (4) :

z+ t =
1

2
; 0 ; �

1

2
etz� t = 0 ; �

1

2
;
1

2
; 0, soitz =

1

4
; �

1

4
;
1

4
; �

1

4
et t =

1

4
;
1

4
; �

1

4
; �

1

4

soit enfin :P�1
=

2
66666664

0
1

2

1

2
0

1

2
0 0

1

2
1

4
�
1

4

1

4
�
1

4
1

4

1

4
�
1

4
�
1

4

3
77777775

. La solution du syst`eme linéaireP

2
664
x

y

z

t

3
775 =

2
664
1

2

3

4

3
775 est donc

2
664
x

y

z

t

3
775 = P�1

2
664
1

2

3

4

3
775 =

1

2

2
664

5

5

�1

�2

3
775. Puisque les coordonn´ees d’un vecteur dans la nouvelle base (iciB)

sont obtenues `a partir de celles dans l’ancienne base par multiplication `a gauche parP �1 (P estétant
la matrice de changement de base), les coordonn´ees dans la baseB de

�!
i + 2

�!
j + 3

�!
k + 4

�!
l sont les

x; y; z; t trouvés en rśolvant ce syst`eme linéaire, i.e.
5

2
;
5

2
; �

1

2
; �1



3. La matrice de' dans la base canonique deR3 estA =

2
4 5 3 3

1 3 �1

2 2 6

3
5. Le rang du syst`eme de

vecteurs(�!u ;�!v ;�!w ) estrg

0
@ 1 0 1

�1 1 0

0 �1 1

1
A = rg

0
@ 1 0 1� 1

�1 1 0 + 1

0 �1 1� 0

1
A = rg

0
@ 1 0 0

�1 1 1

0 �1 1

1
A

= rg

0
@ 1 0 0

�1 1 0

0 �1 2

1
A = 3 , doncB0 = f�!u ;�!v ;�!w g est bien une base deR 3. La matrice de passage de

la base canoniqueB à la baseB0 estP =

2
4 1 0 1

�1 1 0

0 �1 1

3
5. Calculons son inverseP�1 en résolvant le

système linéaire :

8<
:

x +z = 1 ; 0 ; 0 (1)

�x +y = 0 ; 1 ; 0 (2)

�y +z = 0 ; 0 ; 1 (3)

.

De (1) + (2) et (3), on tire :y + z = 1 ; 1 ; 0 et�y + z = 0 ; 0 ; 1 d’où

y =
1

2
;
1

2
; �

1

2
et z =

1

2
;
1

2
;
1

2
et enfinx =

1

2
; �

1

2
; �

1

2
, soitP�1

=

2
66664

1

2
�
1

2
�
1

2
1

2

1

2
�
1

2
1

2

1

2

1

2

3
77775, d’où la

matrice de' dans la baseB0 : A0
= P�1AP =

2
66664

1

2
�
1

2
�
1

2
1

2

1

2
�
1

2
1

2

1

2

1

2

3
77775

2
4 5 3 3

1 3 �1

2 2 6

3
5
2
4 1 0 1

�1 1 0

0 �1 1

3
5 , soit

A0
=

2
4 1 �1 �1

1 1 �1

1 1 1

3
5
2
4 1 0 4

�1 2 0

0 �2 4

3
5 =

2
4 2 0 0

0 4 0

0 0 8

3
5 (matrice diagonale), d’o`uA0n

=

2
4 2

n
0 0

0 4
n

0

0 0 8
n

3
5.

On en déduit queAn
= PA0nP�1

=

2
4 1 0 4

�1 2 0

0 �2 4

3
5
2
4 2

n
0 0

0 4
n

0

0 0 8
n

3
5

2
66664

1

2
�
1

2
�
1

2
1

2

1

2
�
1

2
1

2

1

2

1

2

3
77775

=
1

2

2
4 1 0 4

�1 2 0

0 �2 4

3
5
2
4 2

n
0 0

0 4
n

0

0 0 8
n

3
5
2
4 1 �1 �1

1 1 �1

1 1 1

3
5

=
1

2

2
4 4� 8

n
+ 2

n
4 � 8

n � 2
n

2
n � 2� 4

n

2� 4
n � 2

n
2
n
+ 4

n
2
n � 2� 4

n

4� 8
n � 2� 4

n
4� 8

n � 2� 4
n

4� 8
n
+ 2 � 4

n

3
5

Application :Un+1 = AUn s’écrit aussi :2
4 un

vn
wn

3
5 = Un = AnU0 =

1

2

2
4 4� 8

n
+ 2

n
4 � 8

n � 2
n

2
n � 2� 4

n

2 � 4
n � 2

n
2
n
+ 4

n
2
n � 2� 4

n

4� 8
n � 2� 4

n
4� 8

n � 2� 4
n

4� 8
n
+ 2� 4

n

3
5
2
4 1

1

1

3
5, soit :

un = 8
n+1 � 2� 4

n
+ 2

n, vn = 4
n, wn = 8

n+1 � 2� 4
n

4.N2
=

2
4 0 0 1

0 0 0

0 0 0

3
5 etN3

=

2
4 0 0 0

0 0 0

0 0 0

3
5 (et donc,8n � 3, Nn

= 0). Un calcul simple montre que



8t 2 R ,�(t):�(�t) = (I+tN+
t
2

2
N2

):(I�tN+
t
2

2
N2

) = I, i.e.�(t) est inversible et[�(t)]�1 = �(�t).

(NB : comme8n � 3, Nn
= 0, �(t) n’est autre queexp(tN) =

+1X
n=0

tn

n!
Nn). On obtient de mˆeme que

�(s):�(t) = I + (t + s)N +
(t+s)2

2
N2

= �(s + t), donc t 7! �(t) est un morphisme de groupes
de (R;+) dans(GL3(R);�). Enfin l’injectivité s’obtient en identifiant : sit 2 Ker', �(t) = I, i.e.2
4 1 t t

2

2

0 1 t

0 0 1

3
5 = I =

2
4 1 0 0

0 1 0

0 0 1

3
5, et donct = 0 : ' est bien un morphisme de groupes injectif.

5.' est clairement lin´eaire, i.e. c’est un endomorphisme deE, bijectif car l’équation enA : '(A) = A 0,
où A0 est quelconque dansE a, comme le montre l’indication du texte, pour solution uniqueHA 0H�1,
donc' est un isomorphisme deE (N.B. : commeA0 7! HA0H�1 est linéaire comme', ceci montre
aussi queA0 7! HA0H�1 est la bijection r´eciproque (=l’isomorphisme inverse) de'). On a :

'

��
a b

c d

��
=

1

2

�
1 1

�1 1

� �
a b

c d

� �
1 �1

1 1

�
=

1

2

�
a+ b+ c+ d �a+ b� c+ d

�a� b+ c+ d a� b� c+ d

�

'�1
��

a b

c d

��
=

1

2

�
1 �1

1 1

� �
a b

c d

� �
1 1

�1 1

�
=

1

2

�
a� b� c + d a+ b� c� d

a� b+ c� d a+ b+ c+ d

�

Pour obtenir la matrice de' et celle de'�1, on calcule les images par' et'�1 des vecteurs de base :

'(K) =
1

2

�
1 �1

�1 1

�
, '(L) =

1

2

�
1 1

�1 �1

�
, '(M) =

�
1 �1

1 �1

�
, '(N) =

�
1 1

1 1

�

'�1(K) =
1

2

�
1 1

1 1

�
, '�1(L) =

1

2

�
�1 1

�1 1

�
, '�1(M) =

1

2

�
�1 �1

1 1

�
, '�1(N) =

1

2

�
1 �1

�1 1

�

On en déduit la matrice de' dans la baseB = fK;L;M;Ng :
1

2

2
664

1 1 1 1

�1 1 �1 1

�1 �1 1 1

1 �1 �1 1

3
775

et celle de'�1 dans la mˆeme base :
1

2

2
664
1 �1 �1 1

1 1 �1 �1

1 �1 1 �1

1 1 1 1

3
775


