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1. (4 points) Dans R3, on donne les vecteurs 7T =|-1 =1, 7=]2 |etw=]1
3 2 1 1

Sment E1 Vect(, V) et By = Vect(?> ). Calculer le rang des systémes de vecteurs {7, 7'},
{ 7 W}, et { ', %, 7, }. Donner une base et la dimension de Ey, Ey, By + E, et By N Es.
(Indication pour £y N Es : on pourra déterminer une équation de la forme ax + by + cz = 0 de E,
x
puis de s, en déterminant a, b, ¢ lorsque le vecteur | y | décrit une base de £/;, puis une base de Fj, et
z

) . ar +by+cz = .
enfin résoudre le systeme { dr+by+dz = 0 ainsi obtenu pour trouver une base de £ N Fs.)
1 2 1
2. (4 points) Montrer que la matrice A = |1 1 —1 | est inversible et calculer son inverse A!,
par exemple par la méthode du pivot. 2 0 1

3. (4 points) Soient £, F', G trois espaces vectorielset f : £ — F, g : ' — G deux applications
linéaires. On demande de montrer que : a/ si g est injective, alors rg (g o f) =rg f ; b/ si f est surjective,
alors rg (g o f) =rg g. (N.B. On rappelle que g est injective si et seulement si pour tout F”’ sous-espace
vectoriel de F', dim (g(F")) = dim (F"), et que f est surjective si et seulement si Im(f) (=f(F)) = F.)
M(_’ T1E),

—- —= 7 . . ) 3
ot { 7, 7, k } estla base canonique de R3. Montrer que p est un projecteur (i.e. p o p = p). Donner la
matrice de p dans la base canonique. Déterminer une base et la dimension de Im p et de Ker p.

Tp+1 = 41:71 — Un
Yn+1 = —Tn + 4yn

4. (4 points) Soit p I’endomorphisme de R? défini par : p(x?%—y?%—z?)

5. (6 points) Soient les suites (2, )nen €t (Yn)nen définies par : , ou I et

Yo sont deux réels fixés.
a/ On pose X,, = [z”} . Exprimer X,,,; en fonction de X,, sous la forme X,,.; = AX,,, ou A est

une matrice a déterminer. Montrer par récurrence sur n que X,, = A" Xj,.
b/ Soit ¢ I’endomorphisme de R? qui admet A pour matrice dans la base canonique ; donner la

matrice A’ de ¢ dans la base { & { 1 } v [ _11 } } de R? (vérifier que {7, 7’} est bien une base de R?).

¢/ Calculer A" et en déduire A", puis X,,. On donne xg = 1,y = 1 : étudier le comportement de

(Zn)nen et de (Yn)nen & U'infini ; méme question lorsque zo = 1,yg = —1.
1 0 1
6. (6 points) Soient dans R? les vecteurs 71|, 7 |1l|letw=1|0
0 1 1

a/ Montrer que {7, ¥, W } est une base de R®. Donner la matrice de passage P de la base canonique
alabase {7, v, W} et calculer son inverse P~ 01 0

b/ Soit ¢ : R® — R31’endomorphisme dont la matrice dans labase {2, 7, W}est A= |0 0 1
0 0 O
Montrer que A” = 0 et en déduire que *(= ¢ o o ) est ’endomorphisme nul. Exprimer la matrice
A de ¢ dans la base canonique a I’aide de A’ et P et la calculer explicitement. Montrer que A3 = 0.
¢/ Pour tout ¢t € R, on considere I’endomorphisme v, de R?® défini par v, = Id + typ + %tho
(ot ¢? = ¢ o ). Donner les matrices I'; et ', de ~, dans les bases 1/ canonique, et 2/ {, 7, W},
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