
UNIVERSIT
�
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1. (6 points) Soit � l’endomorphismede ��� défini dansla basecanonique

���	 
���������� �	 
 �  � � ��� par:��� �	 
�������� �	 
�� � �� �	 
 � et ��� �	 
 � � � �"! �	 
���#$� �	 
 � . Quelleestla matrice% de � dansla basecanonique?
Donnervaleurspropreset vecteurspropresde � ; calculer %'& , pour (*),+ , et -/.10324% , pour 2�)5� .

2. (6 points) Soit la matrice % �  �6! �! �87 � . Calculersesvaleurspropreset sesvecteurspropres;

endéduire% & pour (9)9+ . On donnele syst̀emed’équationsderécurrence,avec :<; � � , =>; � !
:� : &@? �A� �"! : & # = &= &B? � � ! : & �C7 = &

Montrerque
 : &= & � � % &  �! � et endéduire: & et = & enfonctionde ( .

3. (6 points) ��D étantmuni de la basecanonique EFHG �	 
��JIK ����LM � �	 
 � IK � ���LM � �	 
 D IK �� � LM�NHOP , soit l’applicationQ : � D � 	 � , qui à un vecteur

�	 R �TS �	 
���#$U �	 
 � #$V �	 
 D associeQ � �	 R �W� ! S*UX# ! UYVC# ! V3S
.

a/Vérifierque Q estuneformequadratiquesur � D etdonnersamatrice% dansla basecanonique.
Pourquoipeut-onaffirmer sanscalculsque % estdiagonalisablesur � ?

b/ Calculerle polynômecaract́eristiquede % et en déduiresesvaleurspropres.Montrer quela
matrice% estinversible.

c/ Montrerqu’il existeunebaseorthonorḿee Z �	 [ � � �	 [ � � �	 [ D]\ de � D -qu’on nechercherapasà cal-
culer explicitement-telle que,si

�	 R � : �	 [ �^# = �	 [ � #�_ �	 [ D , alors Q � �	 R �`� ! : � � = � � _ � (noter les
lettresminusculesdésignantles coordonńeesdansla nouvelle base,contredesmajusculespour les
coordonńeesdansla basecanonique).

d/ Déterminerle polynômeminimal de % ; est-cele mêmequesonpolynômecaract́eristique?
Endéduirel’expressionde %�a � etde %ba�� commedespolynômesdupremierdegréen % et écrireces
deuxmatrices� 7 � 7 � explicitement.

4. (6 points) Soit � l’endomorphismede � D admettantpourmatricedansla basecanonique

% � IK 7 ! �6!� � � �� � �cLM
a/ Calculervaleurspropreset vecteurspropresde % ; % est-ellediagonalisable?
b/ Montrerquel’image de ��D par l’endomorhisme� �ed1f estun s.-e.v. dedimension� donton dé-
signeunebasepar Z �	hg \ ; déterminerun vecteur

�	 i
de � D tel que % �	 i � �	hg # �	 i

; noterenfin

�	 j
un

vecteurproprede % nonproportionnel̀a

�	 g
. Montrerque Z �	 j � �	 g � �	 i \ estunebasede � D et donner

la matrice%8k de � danscettebase.
c/ Calculer �l% �md � � ; enécrivant % & � �n% �od # d � & et enutilisantla formuledubinôme:�lp #eq/� & � &r sut ;wv

s
& p
s q & a s (valabledèsque p q3�xq p ), calculer% & .


