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1. (6 points) Soit ¢ 'endomorphismele R? défini dansla basecanonique{e_f [H , € [ﬂ } par:

¢(e7) = bef — 53 etp(e3) = —2¢] + 5e;. Quelleestla matriceA de ¢ dansla basecanoniqué
Donnervaleurspropreset vecteurgpropresde ¢ ; calculerA™, pourn € N, etexp tA, pourt € R.

2. (6 points) Soitla matriceA = _22 _13] . Calculersesvaleurspropreset sesvecteurgpropres
endéduireA™ pourn € N . Ondonnele sysemed’équationsierécurrenceaveczy = 1, yp = 2
{ Tpnt+1 = _23771 + Yn
Yn+1 = 2In - 3yn
Montrerque [z”] = A" [;} etendéduirez, ety, enfonctionden.
1 0 0
3. (6 points) R? étantmuni dela basecanoniqued e | 0| ,es | 1|, | 0| p, soitI'application
0 0 1

¢: R — R, qui aunvecteurV = X& + Y& + Z¢ associeq(?) =2XY +2YZ+2ZX.

a/ Verifier queq estuneformequadratiquesurR® etdonnersamatriceA dansla basecanonique.
Pourquoipeut-onaffirmer sanscalculsque A estdiagonalisableurR ?

b/ Calculerle polyndme caracéristiquede A et en deduiresesvaleurspropres.Montrer quela
matriceA estinversible.

c/ Montrerqu'il existe unebaseorthonornée{z7, z;, 3} de R® -qu'on ne cherchergasa cal-
culer explicitement-telle que,si V = z&] + y&; + 273, alorsq(V) = 222 — y? — 2* (noterles
lettresminusculesdésignantes coordon@esdansla nouwelle base,contredesmajusculegpourles
coordonieesdansla basecanonique).

d/ Détermineie polyndmeminimal de A ; est-cede mémequesonpolyndmecaracéristique?
Endéduirel’'expressiorde A~! etde A~ commedespolyndmesdu premierdegré en A etécrireces
deuxmatrices(3, 3) explicitement.

4. (6 points) Soit ¢ 'endomorphismeleR? admettanpour matricedansla basecanonique

3 2 =2
A=1-1 0 1
1 1 0

a/ Calculervaleurspropreset vecteurgropresde A ; A est-ellediagonalisabl@
b/ Montrerquelimage deR® parl’endomorhismep — Id estuns.-e.v de dimensionl donton dé-
signeunebasepar{ 7'} ; determinerun vecteurw deR® tel que AW = @ + W ; noterenfin@ un
vecteurproprede A non proportionnela ', Montrerque {#, @', W} estunebasede R* etdonner
la matriceA’ de ¢ danscettebase.
c/ Calculer(A — I)?; enécrivantA™ = (A — I + I)" etenutilisantla formule du bindme:

n

(a+b)" =) Cka*t"* (valabledesqueab = ba), calculerA™.
k=0



