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1. (4 points) Montrer quela matrice ��� ���� � � � �� �
	�� � �� � �
	� �� � � �
	�
����� estinversibleet calculersonin-

verse,parexempleparla méthodedu pivot.

2. (6 points [+ 3 points])
a/Calculerle déterminantdusyst̀emesuivant,puisdiscutersuivantlesvaleursde � l’existencedeses
solutions,et le résoudréeventuellement:���� ��� � � � � � �� � ��� � � � �� � � � ��� � �
b/ Mêmesquestionspourle syst̀emed’ordre4:���� ��� �
� � � � � � ��� �� � ��� � � � ��� �� � � � ��� � ��� �� � � � � � �
� � �
c/ (Questionfacultative,+ 3 points) Commentpourrait-ongéńeraliserà l’ordre ! ?
3. (4 points) Montrerquele déterminantd’ordre !"� � :################
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.. .
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...� & &(' &*) &,+ $%$%$ � �� & &(' &*) &,+ $%$%$-&,.0/21 �

################
où
& �43257698: , a pourvaleur � .<; � . 0n rappellequeles

&*=
, >@?BAC?D! ; � , sonttouteslesracines

complexes !FEHGJI del’unit é, racinesdu polynôme K .L; � , donctellesque K .L; � � .0/21M=ONQPSR K ; &*=%T .
4. (7 points) Soit U : V 'XW V ' l’endomorphismedéfini dansla basecanoniqueY ;W 3 1Z ;W 3 '
[ de V '
par:U R ;W 3 1 T �]\ ;W 3 1 ; 1' ;W 3 ' et U R ;W 3 ' T � ; � ;W 3 1 �^\ ;W 3 ' . Quelleestla matrice � de U dansla basecanoniqueY ;W 3 1�Z ;W 3 '
[ ? On donneles vecteurs

;W _ � � ;W 3 1 � ;W 3 ' et
;Wa` � � ;W 3 1 ; ;W 3 ' . Montrer que Y ;W _ Z ;W�` [ estune

basede V ' . Donnerla matricedepassageb de la basecanoniquèa la baseY ;W _ Z ;W ` [ et soninverseb /21 . En déduirela matrice �dc de U dansla baseY ;W _ Z ;W ` [ . Calculer �ec . pour !Dfhg ; montrerquei !jfjg Z �dc . �kb /21 � . b et endéduirel’expressionde � . , pour !lfmg .
Application: Soientlesdeuxsuitesdenombresréels R � . T .0n%o et R � . T .0n%o , avec � P �p� P � � , li éespar

lesrelationsderécurrence: � . �B\�� .q/21 ; � � .q/21 et � . � ; �� � .0/21 �^\�� .0/21 . Donnerl’expressionde� . et de � . enfonctionde ! (on vérifieraparrécurrenceque r � .� .,s �t� . r � P� P s ).



Corrig éde l’examenpartiel du 24 avril 1998

1. Oncalculele déterminantde � enretranchantla premìerecolonneàchacunedesautres:########
� � � �� �
	� � �� � �
	� �� � � �	�

######## �
########
� > > >� �u	�� > >� > �u	� >� > > �u	�

######## � �vxw�k>
Donc � estinversible.L’inversionde � parla méthodedupivot donneen3 coups:

� /21 � ����zy ; � ; � ; �; � � > >; � > � >; � > > �
�����

2. a/ Oncalculele déterminantdu syst̀emeenretranchantla premìereligneauxautres,puisen
mettant� ; � enfacteurdansceslignes(multilinéarit́edudéterminant); enfinonajoutela somme
desdeuxdernìerescolonnes̀a la premìere:###### � � �� � �� � �

###### � ###### � � �� ; � � ; � >� ; � > � ; �
###### � R � ; �uT ' ###### � � �; � � >; � > �

###### � R � ; �uT ' ###### �{� � � �> � >> > �
###### � R � ; �uT ' R �|� �T

– Pour �}� � , il nerestequ’uneseuleéquation: �~�x���X��� � . C’estl’ équationd’un

planaffinedansV ) , qu’onpeutparaḿetrerainsi: Y���� _ Z ��� ` Z ��� � ; _ ; ` Z _ fCV Z ` f�V [
– Pour �}� ; � , la sommedes3 équationsdonne>�� � , absurde: il n’y apasdesolution.

– Enfin pour � w� � Z � w� ; � , le syst̀emeestdeCramer. Il y aunesolutionunique:

���
###### � � �� � �� � �

######R � ; �uT ' R �{� �T � ��L� � Z �}�
###### � � �� � �� � �

######R � ; �uT ' R �L� �T � ��L� � Z ���
###### � � �� � �� � � ######R � ; ��T ' R ��� �T � ��{� �

b/ On trouvedemêmeà l’ordre 4:########
� � � �� � � �� � � �� � � �
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� � � �� ; � � ; � > >� ; � > � ; � >� ; � > > � ; �
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########
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########
� R � ; �uT )

########
�L� � � � �> � > >> > � >> > > �

######## � R � ; �uT ) R �{� �
T



Commedansle a/:

– Pour �}� � , il nerestequ’uneseuleéquation: �,�"�������"��� � . C’estl’ équationd’un hyperplan
affine (dedimension3) dansV + , qu’onpeutparaḿetrerainsi:Y���� _ Z �~� ` Z ���t� Z ��� � ; _ ; ` ; � Z _ fCV Z ` f�V Z ��f�V [

– Pour �}� ; � , la sommedes4 équationsdonne>��p\ , absurde: il n’y apasdesolution.

– Enfin pour � w� � Z � w� ; � , le syst̀emeestdeCramer. Il y aunesolutionunique:
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�<�
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T � ��{� � Z ���
########
� � � �� � � �� � � �� � � �

########R � ; �uT ) R �{� �
T � ��L� �
c/ On géńeralisefacilement̀a l’ordre ! : Soit à résoudrele syst̀eme:����� ���� �
� 1 � � ' � $%$%$ � � . � �� 1 � �
� ' � $%$%$ � � . � �
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...

. . .
...

...� 1 � � ' � $%$%$ � �
� . � �
Il apourdéterminant:##########
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...

...
...

. . .
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. . .
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. . . . . .
...> > > $S$%$ �
########## � R � ; �uT .q/21 R ���x! ; �uT

– Pour �~� � , il nerestequ’uneseuleéquation: � 1 � $%$%$ ��� .0/21 �m� . � � . C’estl’ équationd’un
hyperplanaffine (dedimension! ; � ) dansV . , qu’onpeutparaḿetrerainsi:Y�� 1 � _ 1OZ $%$%$ Z � .0/21 � _ .0/21OZ � . � � ; _ 1 ; $%$%$ ; _ .q/21�Z _ 1 f�V Z $%$%$ Z _ .0/21 f�V [

– Pour �}� ; !�� � , la sommedes ! équationsdonne><��! , absurde: il n’y a pasdesolution.

– Enfin pour � w� � Z � w� ; !�� � , le syst̀emeestdeCramer. Il y aunesolutionunique:� 1 � �����! ; � Z $%$%$ Z � .0/21 � ��{�x! ; � Z � . � ��{��! ; �



3. En
�

retranchant̀achaquecolonne,̀apartir dela deuxìeme,la colonnepréćedente,onobtient:################
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################
� R � ; ��T R � ; &�T R � ; & ' T�$%$%$ R � ; & .0/21 T � .q/21M=ONQP�R � ; &*=%T ��� .{; �

4. �p� r \ ; �; �u	� \ s et det� ;W 3 1q� ;W 3 '0� R ;W _ Z ;W�` T � #### � �� ; � #### w�t> , donc Y ;W _ Z ;W�` [ estunebasede V ' .
bD� r � �� ; � s Z b /21 � r �u	 \ �u	��u	 \ ; �u	� s���� � c �tb /21 �LbD� r �u	 \ �u	��u	 \ ; �u	� s r \ ; �; �u	�� \ s r � �� ; � s � r � >> � s
��� � c . � r � . >> � . s � �¢¡S£0¤�¤�� � c . � R b /21 �Lb T . � R b /21 �Lb T R b /21 �Lb T�$%$%$ R b /21 �Lb T �kb /21 � . b Z� . �pb�� c . b /21 � r � �� ; � s r � . >> � . s r �u	 \ �u	��u	 \ ; �u	�� s � r � �� ; � s r � . 	 \ � . 	�� .�	 \ ; � .	� s � �� �q. �¥� .� �0. ; � .� . ; � .\ � . �X� .�

��
Application : r � .� .*s ����r � .0/21� .q/21Qsd¦ £�§Q¡ r � 1� 1|s ����r � P� P s

et la formuleestvraiepour !¨� � . L’hypothèsederécurrenceaurang ! ; � s’écritr � .0/21� .q/21 s �t� .0/21 r � P� P s ���ª©�� «¬¤���� ¦ ��¡%q®7¡�¯|®7��«x° r � .� . s ��� r � .0/21� .0/21 s �p�e� .q/21 r � P� P s ��� . r � P� P s R ¡ $�±²$�³�$ ¦ $´T
On endéduitque

r � .� . s � �� �0. �¥� .� � . ; � .�0. ; � .\ �0. �¥� .�
�� r �� s Z¢µ £�¶·�¸° ��� �� � . � �q.�¹F1 ; � .�� . � � .%¹F1 �X� .\


