UNIVERSITE PARIS VIII Algebre linéaire I
DEUG LIT 1998-99

Examen partiel du 17 décembre 1998

1. (2 points) Dans F5 = Z/5Z , anneau des classes résiduelles modulo 5, donner la table de 1’addition
et celle de la multiplication ; peut-on décider au vu de ces tables si [F5 est un corps ?

2. (4 points) Soit /' I’ensemble des polyndomes de degré < 3 qui s’annulenten Oeten 1 :
F={PeR[X], d°P <3, P(0)=0, P(1) =0}.

a/ Montrer que F' est un espace vectoriel sur R .

b/ Montrer que tout vecteur de F est un polyndme de la forme a; X + ap X2 — (a1 +a9)X 3 et en déduire
que {X — X3 X? — X3} est un systeme générateur de F .

¢/ Montrer que {X — X? X? — X3} est en fait une base de F, et en déduire la dimension de F'.

1 1 1 0
. N 2 -1 0 1
3. (4 points) Montrer que le systeme de vecteurs NIRRT forme une base de
4 1 0 1
1
R* sur R et calculer les coordonnées du vecteur 8 dans cette base.
0
1 . 3 0
4. (8 points) a/ Soient dans £ = R3lesvecteurs @ = |1 |, b = |2]|,@= |1
1 1 1
_) -5
Montrer que {@, b, @} est une base de R? et calculer dans cette base les coordonnées de 7’ = | 2
—1
1 1 0
b/Soient @ = | 0 |, 7 =|—-1|,@W = 1 |,etsoit ¢ ’endomorphisme de R> défini par :
-1 0 -1
o(@) =, gp(?) =7, ¢(¢) = . Déterminer les coordonnées de (') :
— L — 0 - 0
e d’abord dans la base canonique ¢ ¢« = [0, 7 = (1], %k =10 ;
0 0 1

e puis dans la base {@, ?, Y.

¢/ Vérifierque @ — U — W = I ; en déduire que @ — T -2 € Kerop.
d/ Montrer que {7, 7'} est une base de Im¢ ; en déduire la dimension de Kery et en donner une base
(on rappelle que 7g(y) = dim £ — dim Kerep).

5. (6 points) Soit £ = R,4[X] I’espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels, de degré < 4 ; en
donner une base et la dimension. On considére dans F les vecteurs : X, X (X — 1), X(X — 1)(X — 2),
X (X —1)(X —2)(X —3). Ces vecteurs sont-ils linéairement indépendants ? On notera V' le sous-espace
vectoriel de £ qu’ils engendrent. Quelle est sa dimension ?

Soit ¢ : £ — R la forme linéaire définie par p(P) = P(0). Montrer que  est surjective, et donc
de rano 1 (indication * lec nolvnAmec conctante font nartie de ) anelle e<t 19 dimencion de K erin 9
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1. Les tables demandées sont : 5T3 311001 et STo13T31T13
313/4[0(1/2 31013[1]4]2

4141101213 410141321

On constate sur ces tables que, en admettant 1’associativité des lois + et x dans F5, que (IF5, +) est
un groupe commutatif (€lément neutre 0) et que (F;, x) est également un groupe commutatif (élément
neutre 1), puisque tout élément non nul auninverse : 1 x 1 =1,2x3 =1,3x2=1,4x 4 = 1.
Il resterait donc encore a vérifier que les lois 4 et X sont associatives, et x distributive sur + (ce qui
résulte de ces propriétés pour + et x dans Z) pour obtenir que [F5 est bien un corps, d’ailleurs commutatif.

2. a/ Soient P et () des vecteurs (polyndmes) de F', et soient A et p des réels quelconques. Il faut
vérifier que A P + p () sont aussi dans F'. D’abord (avec la convention d°0 = —o0), d°AP < d°P < 3,
d°p@ < d°@Q < 3,etd°(AP+puQ) < max(d®p,d°Q) < 3;ensuite (AP+uQ)(0) = AP(0)+uQ(0) =
et (AP +pQ)(1) = AP(1) 4+ uQ(1) = 0, donc AP + (@) est bien un élément de F'. F’ est un sous-espace
vectoriel de R [X], et donc bien un espace vectoriel sur R .

b/ Tout polyndme P de R 3[X] s’écrit: P = ag + e X + as X? + a3 X3, avec ag, a1, as, as réels quel-
conques ; si P € F,onadeplus: P(0) =0et P(1) =0, soit ayg = 0 et ag + a1 + az + ag = 0, soit
encore P = a1 X + axX? — (a1 + a2)X? = a,(X — X?) + ap(X? — X3), avec a; et ay quelconques :
F est donc I’ensemble des combinaisons linéaires a coefficients réels de X — X3 et X? — X3, Ces deux
polyndmes forment donc bien un systeme générateur de F'.

¢/ Pour montrer que {X — X3, X? — X3} est une base de F), il suffit donc de montrer que c’est un
systeme libre. Or si A\(X — X?) + u(X? — X?) = 0, en faisant X = —1, on obtient 2; = 0, et en faisant
par exemple X = 2, =6\ —4pu =0,dou A =p =0: {X — X3 X? — X3} est donc bien une base de
F, qui est ainsi de dimension 2.

3. 11 suffit de montrer que le systéme est de rang 4 ; or

1 1] 17 [0 1 o1[oT7To 11 [o 0 0
2 —1 0 1 2 -3 —2 1 2 1 -2 -3
L I I S I O T 0 s I I A I O R R
4 I () 1 4 -3 —4 1 4 1 —4 -3
1 0] 11 o 0 0
=rg 2 1 =rg 2 1 0 0 = 4 car ce dernier systeme est
317101 3171071 —-21(710
4 1 4 1 -2 4
échelonné : une comblnalson hnealre nulle de ces 4 vecteurs est a coefficients tous nuls car :
1 0 0 0 0
2 1 0 0 0f. .. . Y e
e + 4 + +90 = implique immédiatement « = f = v =6 = 0.
3 0 -2 0 0
4 1 —1 2 0
Ce systéme de 4 vecteurs est donc libre dans un espace vectoriel de dimension 4 : c’est donc une base

1

. 0 . .
de R? sur R . Pour calculer dans cette base les coordonnées du vecteur 0 de R*, il faut résoudre le
0
z

1] [17] [1] [o] [1] (

+y + z =1



1
On en tire : 2z — 2y = —1 (3° ligne - 1° ligne) et 2z + 2y = 0 (4° ligne - 2° ligne), d’olt x = ~1 et

1 PR .
y = —. On en déduit immédiatement, en reportant ces valeurs de x et y dans les 1° et 4° lignes, que

1 1 1 1 0
3 ., . (0] 1]2 I|-1 0 3|1
z—lett—z,dou. ol =713 +é_l _1 + 1 +1 0
0 4 1 0 1
4. a/ Comme dans I’exercice précédent, calculons le rang du systeme { @, 7, 7Y}
N _ 1 0 0 1 0 0
Tg(ﬁ, b ,?) :Tg<ﬂ>, b — 37,?) =rgl | 1{,|—11{,]|1 =rg 11,{—-11,{ 0 =3, car
1 -2 1 1 —2 -1

ce dernier systeme est échelonné (méme argument qu’a I’exercice précédent). Il en résulte que le systeéme
— . . , )
{ﬁ, b, ?}, libre dans R 3, en est une base. Pour calculer les coordonnées de 7 dans cette base, il faut

déterminer «, 3, 7, réels, tels que :

-5 1 3 0 a + 38 = —5
T=|2|=al|l|+8|2|+~]|1],s0it:{ a + 28 + v = 2
-1 1 1 1 a + B 4+ v = -1

On en tire immédiatement : § = 3, d’ou o = —14_,>et enfin v = 10, soit T =147 + 37 +107C.
b/ Par linéarité, on a: (7)) = —14o(@) + 3p( b ) + 100(C) = —147 + 37 + 10W, soit :

—11
(@)= 7 | = 117 77) + AT Et pour trouver les coordonnées «, 3,y de (') dans la base
4
(@, ?, 7} de R3, il faut donc résoudre 1’équation en («, 3,7) : '@ + B? - 7?:—117 + 7? + 4?,
a+ 38 = -1 .
soit: ¢ a+ 28 + v = 7 .Ontrouve =3, a=—20, y=21, soit (7 )=—207+3 b +217¢.
at+ B +y= 4

¢/ On vérifie sans peine que W — U — W = T, c’est-a-dire (@) — go(?) —o(?) = 0, ie.
@(7—?—?):ﬁ,i.e.ﬁ—?—?eKergo.
d/ Comme {%, 7, } est I'image par ¢ de la base {E), 7, 7} de R%, Im ¢ = Vect (0,7, W) =

Vect (7, ) puisque W = & — ¥. Or {, '} est libre, puisque si A% + uv = T,ona\=0et
1 = 0 (3¢ et 2¢ coordonnées de A + 7). Donc {7, 7} est une base de Im ¢, et rgp = 2. Et comme
dim Kerp =dim E —rgp =3 — 2 = 1, Kery est de dimension 1 ; on en connait un vecteur non nul :
-2
7—?—7, d’apres le ¢/ ; donc {ﬁ—?—?}: -2 est une base de Kerep.
1

5. On sait que E=R,[X] a pour base (canonique) {1, X, X2 X3 X*} et que E est ainsi de dimension
5. Cherchons si les quatre polynémes X, X (X — 1), X(X — 1)(X —2) et X(X — 1)(X — 2)(X — 3)
forment ou non une famille libre de vecteurs de E : soient donc «, 3, v et  quatre scalaires réels tels
que: aX + X (X —1)+7X(X —1)(X —2)+0X(X —1)(X —2)(X —3) = 0. En faisant X = 1, on
aa =0;enfaisant X = 2,2a+ 26 =0,d’ou S = 0;en faisant X = 3, 3a+ 63+ 67 =0,d’ouy =0
; enfin en faisant par exemple X = 4 et en tenant comptede « = § =y =0,ona 246 = 0,d’ou o = 0.
Le systeme de vecteurs {X, X (X — 1), X(X — 1)(X —2), X(X — 1)(X — 2)(X — 3)} est donc libre
dans E et le sous-espace V' =Vect (X, X(X — 1), X(X — 1)(X —2), X(X — 1)(X —2)(X — 3)) est
donc de dimension 4. Tout polyndme constant ay = ag . 1 de F a pour image par ¢ le nombre ag dans R ;
donc pour tout réel y de R , on peut prendre pour antécédent de y par ¢ le polyndme constant y = y . 1
de E : donc I’application linéaire  est bien surjective de ' dans R , et rgpp = dim Im ¢ = dimR = 1.
D’ou: dim Kerp = dim E —rgp = 5 — 1 = 4. Or V est inclus dans Kery , car pour tout polyndme
P=aX+bX(X —-1D)+eX(X —1UX —2D)+dX(X =X —=2D(X —3)de V. X est en facteur dans



