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(tableaudevariation,pointsstationnairegt tangentegncespoints,branchesnfinies, intersectionsvec
les axes de coordonmeeset tangentesn cespoints, points a tangentehorizontaleet points a tangente

verticale tracg).

1. (6 points) Etudierla courbeparangétrée planedéfinie par: z(t) =

2. (8 points) On consicerel'archedecycloide {y(¢)(t — sint,1 — cost), 0 <t < 27}.
Calculers(t), longueurdel'arc ([0, ¢]), etend'edui_r}ela longueurtotaledel’arche s(2).

Donnerle vecteurunitairetangent= etsaderivee -- parrapportal’abscissecurviligne s.

S
En déduire: a/ les coordonigesdu reperemobile (M, 7, 7) aupoint M (¢)(t — sint,1 — cost); b/ la
courtureen M (1) ; c/ lescoordonteesdu centrede courture Q(¢) en M (t) etuneparanétrisationde la
déwelopeedel’archedecycloide. Retrouer cedernierrésultaten calculant’enveloppedesnormales.

Montrerque O M (¢ + T+ {:g} = OQ(t5 etOM(t — 7r3 + {_WQ} = OQ(t}. En déduireal'aide de

translationsuneconstructiorde I'arc dedéweloppee{€(¢), 0 <t < 27} apartirdesdeuxdemi-arches
decycloide {M(t)(t — sint,1 — cost), 0 < ¢t < w} et{M(¢)(t —sint,1 — cost), 7 < ¢ < 2w},

Repgésentesurun mémedessin’arche decycloide et sadéwveloppee.

3. (8 points) Soit f(z,y) = k I équationd’'unecourbedeR ?, k étantuneconstanteéelleet f étant
declasse”', admettanta parangtrisationC'' v : I — R * définiepar~(t) = M(t)(x(t),y(¢)). (N.B.:
doncvt € I, f(z(t),y(t)) = k.). Montrerendérivant f o v quele vecteurgradientVM(t)? estentout

dOM
point M (t) dela courbeorthogonalauvecteurtangentm = (c)l—t

On consickre a présentla courbed’équationf(z,y) = k£ commeune ligne de niveausur la surface
(S) = {M(z,y,z) € R? f(z,y) = =z}, eton se proposede détermineren chaquepoint M de (5)

dansquelledirection @ la penteascendantd,e. la croissancele la cote z estla plusforte. En posant
M(z,y) = My(zo,y0) + 17, €crirela formule de Taylor & 'ordre 1 ent pour f entre M, et M. En
déduire,al’aide del'in égalie de Cauchy-Schwargindication: quanda-t-onl’ égali€ dans’in égali€ de
Cauchy-Schwar?2...),qu’entout point My, la directionchercleeestcelle du gradientV_sz, etquela

5 2
penteascendantenaximalene peutétreatteintequ’enun point A, tel que‘ ‘VMO f1l soitmaximum.

2 2
Applicationnumérique: f(z,y) = x—2+z—2 aveca >b>0:lescourbesleniveau{ f(z,y) = k}, définies
a

pourk > 0, sontdesellipsesconcentriquesMontrerquepourtout & la courbede niveau{ f(z,y) = k}
2

deR? estun compactetqueHVM(xﬁy) H estunefonction continuede (z,y) € R Pourquoiest-

on certain,sanscalculs,qu’il existe au moins un point de chaqueellipse ou la penteascendantest

2
maximale? Montrer en exprimantHVM(W) enfonctionde z € {—a k,avk| (N.B.: utiliser la

. oxt oy . .
relatlonp—l—b—2 = k entrex ety), que,pourchaqueellipse,lespointsdeplusforte pentesontexactement
lespérigees(pointsd’abscisseulle).
2
enfonctiondey ¢ {—b\/E, b\/E} quela ligne suivant

IQ
a

Montrerdemémeen exprimant‘ ‘VM(w,y)f‘

laquellela penteestla plusdouceestla ligne (c’estuneparaboledesapoges{y = 0, =



