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1. (6 points) Étudier la courbeparaḿetréeplanedéfinie par: � � � � � � � � � � �� � � � 	 
 � � � � � � � � � � �� � � �
(tableaudevariation,pointsstationnaireset tangentesencespoints,branchesinfinies,intersectionsavec
les axesde coordonńeeset tangentesen cespoints,points à tangentehorizontaleet points à tangente
verticale,traće).

2. (8 points) Onconsid̀erel’archedecycloı̈de � � � � � � � � 
 � � � 	 � � � � 
 � � 	 � � � � � � � .
Calculer � � � � , longueurdel’arc � � � � 	 � � � , et endéduirela longueurtotaledel’arche � � � � � .
Donnerle vecteurunitairetangent

�� �
etsadérivée

� �� �� � parrapportà l’abscissecurviligne � .

En déduire: a/ lescoordonńeesdu rep̀eremobile � � 	 �� � 	 �� � � aupoint � � � � � � � 
 � � � 	 � � � � 
 � � ; b/ la
courbureen � � � � ; c/ lescoordonńeesdu centredecourbure � � � � en � � � � et uneparaḿetrisationdela
dévelopṕeedel’archedecycloı̈de.Retrouvercedernierrésultatencalculantl’enveloppedesnormales.

Montrerque
� � � � � � � � � � � � � � � ! � �� � " � � � � � � � � � et

� � � � � � � � � � � � � � � ! �� � " � � � � � � � � � . En déduireà l’aide de

translationsuneconstructiondel’arc dedévelopṕee � � � � � 	 � � � � � � � à partir desdeuxdemi-arches
de cycloı̈de � � � � � � � � 
 � � � 	 � � � � 
 � � 	 � � � � � � et � � � � � � � � 
 � � � 	 � � � � 
 � � 	 � � � � � � � .
Repŕesentersurunmêmedessinl’archedecycloı̈deetsadévelopṕee.

3. (8 points) Soit # � � 	 
 � � $ l’ équationd’unecourbede % � , $ étantuneconstanteréelleet # étant
declasse& ' , admettantla paraḿetrisation& ' � ( ) � � % � définiepar � � � � � � � � � � � � � � 	 
 � � � � . (N.B. :
donc * � + ) 	 # � � � � � 	 
 � � � � � $ .). Montrerendérivant # , � quele vecteurgradient

� � � � �- . / 0 1 # estentout

point � � � � dela courbeorthogonalauvecteurtangent
� � �� 2 � � � � � � � ��  �� � .

On consid̀ere à présentla courbed’équation# � � 	 
 � � $ commeune ligne de niveausur la surface� 3 � = � � � � 	 
 	 4 � + % 5 	 # � � 	 
 � � 4 � , et on se proposede détermineren chaquepoint � de � 3 �
dansquelledirection

�� 6
la penteascendante,i.e. la croissancede la cote 4 estla plus forte. En posant� � � 	 
 � � � 7 � � 7 	 
 7 � � � �� 6

, écrire la formule de Taylor à l’ordre 1 en � pour # entre � 7 et � . En
déduire,à l’aide del’in égalit́edeCauchy-Schwarz(indication: quanda-t-onl’ égalit́edansl’in égalit́ede
Cauchy-Schwarz?...),qu’en tout point � 7 , la directioncherch́eeestcelle du gradient

� � �- . 8 # , et quela

penteascendantemaximalenepeutêtreatteintequ’enunpoint � 7 tel que 999 999 � � � �- . 8 # 999 999 �
soitmaximum.

Applicationnumérique: # � � 	 
 � � � �: � � 
 �; � , avec : < ; < � : lescourbesdeniveau� # � � 	 
 � � $ � , définies

pour $ = � , sontdesellipsesconcentriques.Montrerquepourtout $ la courbedeniveau � # � � 	 
 � � $ �
de % � est un compactet que 999 999 � � � � � �- . / > ? @ 1 # 999 999 �

est unefonction continuede � � 	 
 � + % � . Pourquoiest-

on certain,sanscalculs,qu’il existe au moins un point de chaqueellipse où la penteascendanteest

maximale? Montrer en exprimant 999 999 � � � � � �- . / > ? @ 1 # 999 999 �
en fonction de � + A � : B $ 	 : B $ C (N.B. : utiliser la

relation
� �: � � 
 �; � � $ entre� et 
 ), que,pourchaqueellipse,lespointsdeplusfortepentesontexactement

lespérigées(pointsd’abscissenulle).

Montrerdemêmeenexprimant 999 999 � � � � � �- . / > ? @ 1 # 999 999 �
enfonctionde 
 + A � ; B $ 	 ; B $ C quela lignesuivant

laquellela penteestla plusdouceestla ligne (c’estuneparabole)desapoǵees� 
 � � 	 4 � � �: � � .


