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Licence/Mâıtrise d’inf ormatique, option mathématiques 1999-2000
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1. (6 points) On seproposede déterminerlesextremasur le disque-unit́e fermé �������	�
����
�� de� � dela fonction ���������������� � �������!�#"$� � �	� ��% ��& % �'& . Pourquoipeut-onaffirmer sanscalculsque
cesextremaexistentetsontatteintssurle disque-unit́e fermé?Trouver le maximumet le minimumde �
surle disque-unit́e ferméet lespointsoù ils sontatteints.

(On chercheralesextremade � surle disqueouvert �(��� �)�'�+*,
�� d’unepart,et sur le cercle-unit́e- �.���0/ 
 % � � �1� % 
2�3�4��
�576 - ����� % / 
 % � � �1� % 
2�8�4�9
�5 d’autrepart.)

2. (8 points)
�;:

étantmuni de sabasecanoniqueet de sastructureeuclidienneusuelle,soit < un
ouvertde

� :
et =>�'< % � �

, différentiablesur < , et degradientnes’annulantpassur < .
Onnote ?9"9� %� �A@B<C�D=E� %� �7�F"HG'� ( ? estappeĺeel’hypersurfacede <JI � : , d’équation=+"HG ), etpour%� �;@K? , L %� � ?M"HNPORQS=2T�� %� �7�U" - %V%V% �W %� � = 5�X ( L %� � ? estappeĺe l’espacevectorieltangent̀a ? en %� � ).

On noteaussi,pour %� �;@K? ,
%� Y � %� �7�U" %�%V% �W %� � =ZZZ ZZZ %�%V% �W %� � = ZZZ ZZZ (appeĺevecteurunitairenormalà ? en %� � ).

Onrappellequel’application [�� � : % � �
qui à %� � associe\]\ %� �^\]\ estdifférentiableentout %� �`_" %� G ,

dedifférentielle:
%�ba �� * %� a � %� �Ac\d\ %� �^\d\ e ou,autrementdit, degradient

%�%V% �W %� � [f" %� �\d\ %� �g\d\ih .

On rappelleenfinquela hessienne
W � %� � = de = en %� � estla matrice(symétriqueréelle)de la forme

bilinéairesymétrique = T T � %� �i�j�k� %� a � %�Dl �m�� = T T � %� �n�o� %� a � %�Dl ��" p %� arq W � %� � = qs%�Dl , qui est elle-mêmepar

définition la différentielleen %� � del’application %� �t�� %�%K% �W %� � = .

a/Montrerquela différentielleen %� � del’application %� �u�� ZZZ ZZZ %V%V% �W %� � = ZZZ ZZZ "v[ e %�%V% �W %� � = h estdonńeepar:%� a ��,* W � %� � = q %� a � %� Y � %� �i�Hc .

b/ Dif férentiantl’identité définissant
%� Y � %� �i� :

ZZZ ZZZ %V%V% �W %� � = ZZZ ZZZ qs%� Y � %� �i��" %!%�% �W %� � = , montrerque w %� �>@4< ,%� Y T � %� �i�(� %��a �x" 
ZZZ ZZZ %V%V% �W %� � = ZZZ ZZZzy W � %� � = q %��a % %� Y � %� �i� q * %� Y � %� �n�{� W � %� � = q %�|a c~} , etque
%� Y T � %� �i� adoncpourma-

trice:

ZZZ ZZZ %!%V% �W %� � = ZZZ ZZZzy]� % %� Y � %� �n� q p %� Y � %� �i��} q W � %� � = .

En déduireque
%� Y T � %� �n� , endomorphismede

� :
, appliqueenfait

� :
dansL %� � ? e i.e. montrerquew %�ba @ � : ,

%� Y T � %� �n�(� %�|a �#� %� Y � %� �7� h etque
%� Y T � %� �7�(��� � %� ��� estun endomorphismesymétriquede L %� � ?

c/ On rappellequ’un endomorphismesymétriqueréel est toujoursdiagonalisablesur
�

et que les
sous-espacesproprescorrespondant̀adesvaleurspropresdistinctessontdeuxàdeuxorthogonaux.

On appellepardéfinition courbures principales de ? en %� � lesvaleurspropresde
%� Y T � %� �n� ��� � %� � � , et

directions de courbure lesvecteursproprescorrespondants.Deuxdirectionsdecourburedistinctessont
ainsiorthogonales.

Calculerlescourburesprincipaleset lesdirectionsdecourburede ?t",=i�V�o�UG�� , surfacede
� & , dans

lesdeuxcassuivants:

a/ =E���������b���#" ���� � � �
�� � � ���� � % 
 , en %� �u"u� � �bG��bG�� ; b/ =E���������b���x"v��� % � , en %� �t"u�FG��bG��bG�� .
(T. S. V. P.)



3.(6points)Soitlesyst̀emede3 équationsaux4 inconnues�.�{�������K�D��� de
�;�

: ��|� � & �)� & �	� & �	� & " ������)�����	�
���	����" ��8�)���	���	� " �
Vérifier que le point �.�^"�G��|�t" % 
����v" 
��b�3"���� de

�;�
est solution.En posant

%� � " �� � � �
� 

et en définissant= de
�¡� " �£¢	� & dans

� & par: =E���{� %� � �f" �� ��&¤�)��&��	�
&¤�¥��&� � �)� � �	� � �¥� ��¦�)���	�§�¥�
� 

, montrerque

le syst̀emeadmetau voisinagede �UG�� % 
��s
��¨��� unesolutionrésolueen � , i.e. unesolutionde la forme���{�|�¤���©�1�������©�1�b�V�.�©�ª� pour tout � dansun voisinagede G dans
�

. Calculer
%� � T �FG��«" �� �VT��FG���
T¬�FG��� T �UG��

� 
, et écrireun

développementlimit é à l’ordre 1 de
%� � ���©� en G .

Indication : oncalculerapourcelala matrice ­ =­ %� � �FG�� % 
��s
��D��� etonutiliserale théor̀emedesfonctions

implicites.On montreraendérivantl’identité =E���{� %� � �.�©�ª�z" �� �� �
� 

, valablepourtout � dansun voisinage

de G , que ­ =­ � � ­ =­ %� �¯®C° %� �° � " %� G pour � dansunvoisinagede G dans
�

, etonendéduirale calculexplicite

de:%� � T �FG��x" %A± ­ =­ %� � �UG�� % 
��s
��D���³² �V� q ± ­ =­ � �FG�� % 
��d
��¨���´²
4. (4 points) Soit le syst̀emedifférentielnonlinéairedans

� � : µ � T " ��� �)�'� %)¶� T " � % ���
a/ Déterminersespointsstationnaires(i.e. les �.���b��� enlesquels� T "$G et � T "$G ).
b/ En notant =k�.���b���·" ± �����	�
� %	¶� % ��� ² on appellesyst̀emelinéariśe tangenten ����¸�����¸¹� au syst̀eme± � T� T ²�"$=E�������!� le syst̀eme ± � T� T ²k"9º�»D¼{½¿¾ À�½³ÁF= q ± � % ��¸� % ��¸ ² , où º�»D¼{½¿¾ À�½³ÁF= estla jacobiennede = en ����¸�����¸{� .
Calculeren fonction de ����¸�����¸¹� les valeurspropresdu syst̀emelinéariśe tangent,i.e. cellesde la

matrice º�»b¼{½ª¾ À�½³Á�= , et montrerquelorsque �.��¸��b�S¸{� estl’un despointsstationnairesdétermińesplushaut,����¸�����¸{� estnécessairementsoitun foyer (i.e.unpointoù lesvaleurspropressonttoutesdeuximaginaires
et de partieréellenon nulle), soit un point-selle (i.e. un point où les valeurspropressontréelleset de
signesoppośes)du syst̀emelinéariśe tangent.On préciserasuivantlespointsstationnaires����¸�����¸{� si les
foyerstrouvéssontattractifs(stables)ou répulsifs(instables).


