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1. (6 points) On se proposede détermineres extremasur le disque-unié fermeé {z? + y? < 1} de
R? delafonction f : (z,y) — f(z,y) = 2? + y* — 2® — 3. Pourquoipeut-onaffirmer sanscalculsque
cesextremaexistentet sontatteintssurle disque-unié fermé? Trouver le maximumetle minimumde f
surle disque-unié fermé etlespointsou ils sontatteints.

(Onchercherdesextremade f surle disqueouvert {z? + y? < 1} d’'une part,et surle cercle-unié

{(a:,\/l —1?2),-1<z< 1} U {(x, —V1—-2?%),-1<z< 1} d’autrepart.)

2. (8 points) R™ étantmuni de sabasecanoniqueet de sastructureeuclidienneusuelle,soit U un
ouvertdeR™ et F' : U — R, différentiablesurU, etdegradientnes’annulantpassurU.
OnnoteV = {@ € U,F(7)=0} (V estappeéel’hypersuraicede UCR", d’équationF'=0), et pour

1
TeV, T?V:KerF’(?):{V7? } (T?V estappeé I'espacevectorieltangen@V en@).

On noteaussipour 7€V, J_V>( (appeé vecteurunitairenormalaV en@).

H—P*H
Onrappellequel’ appllcatlonn R" — R quia @ associg| 7 || estdifferentiableentout ;é
dedifférentielle 7 s < |}|L?? ( ou, autrementlit, degradientv?n = % )
Onrappelleenfinquela hessienn&%F de F enZ estla matrice(symétriqueréelle)de la forme
bilinéaire symétrique F" () : (ﬁ),?) > F”(?)(ﬁ),?) = tﬁV%F? qui est elle-meme par
définition la différentielleen @ del'application @ — V ?
a/MontrerqueIa différentielleen@ del'applicationz’ — H H =n (V?) estdonréepar:
K < VL ER N(T

b/ leferentlantl identité définissantN> ) HV I_J‘ N@) = Vﬁﬁ‘, montrerque Vz € U,

]_\/>' H [V?F . < ]_\/> ﬁ >} ,etqueﬁl(?) adoncpourma-

Hﬁ*H[

En deduwequeﬁ ), endomorphismeeR”, appliqueenfait R™ dansi—V ( l.e. montrerque

trice:

_N@)t ﬁ(?)} VL.

Vh € R, ﬁ'(?)(ﬁ)) 1L N(?) ) etqueﬁ'(?)‘T?V estun endomorphismeymétriquede 7— V'

¢/ On rappellequ’'un endomorphismaymetriqueréel esttoujoursdiagonalisablesur R et queles
sous-espacqwoprescorrespondard desvaleurspropresdistinctessontdeuxa deuxorthogonaux.

On appellepar définition courbures principales de V en 7z les valeurspropresde ﬁ’(? et

)‘T v’
directions de courbure les vecteurgroprescorrespondant®eux directionsde courhure distinctessont
ainsiorthogonales.

Calculerlescourluresprincipalesetlesdirectionsde courhuredeV = F~1(0), surfacedeR?, dans

IesdeuxcassuivantQS 2
alF(zy,z) = — + Z—Q += —1,en® = (a,0,0); b/ F(z,y,2) = 2y — z, en@ = (0,0,0).
a
(T.SV.P)



a2t 4yt 420 =
3. (6 points) Soitle sysemede3 équationgux4 inconnuegt,z,y,z) deR* : ¢ 2 + 22 +y? + 22 =
t+z +y +z =

Vérifier quele point (t = 0,0 = —1,y = 1,2 = 2) de R* estsolution.En posantX} = |y
z
£+’ +yt+ 27
et en définissantF de R* = R x R? dansR? par: F(t,?) = |+ 22+ 4%+ 2% |, montrerque
t +x +y +=2
le sysemeadmetau voisinagede (0, — 1,1,2) unesolutionrésolueent, i.e. unesolutionde la forme
z'(0)
(t,z(t),y(t),z(t)) pourtoutt dansun voisinagede 0 dansR. Calculer)_f'(o) = | ¥'(0) |, etécrireun
2'(0)
déwveloppementimitéal’ordre 1 deX}(t) eno.

Indication: oncalculergpourcelala matrlce? (0,—1,1,2) etonutiliserale theoemedesfonctions

implicites.On montreraend’erivantl’identitéF(t,?(t)) = | 6 |, valablepourtout¢ dansun voisinage
2

F OF dX y - .
deo, queaa—t—i- %oﬁ -0 pourt dansunvoisinagede0 dansR, etonendéduirale calculexplicite

de:

X'(0) = — [(%;F(o, _ 1,1,2)] 71. {%—f(o, _ 1,1,2)]

1o 2 2
4. (4 points) Soitlesysémediff'erentielnonIin'eairedansR2:{ ;, B 92E—+:13?:{J g

a/ Déterminersespointsstationnairegi.e. les (z,y) enlesquelst’ = 0 ety’ = 0).
2 2
b/ En notantF(x,y) = Y =5

92—

! /!

[z,] = F(z,y) le syséme[z,] = Jizo o) F- [z ~ zs
Calculeren fonction de (z,y0) les valeurspropresdu sysemelinéari€ tangent,i.e. cellesde la

matriceJ(5, 4,)F', €t montrerquelorsque(zy,y,) est'un despointsstationnairesiétermiresplus haut,

(z0,y0) €Stnécessairemersbitun foyer (i.e.unpointou lesvaleurspropressonttoutesdeuximaginaires

et de partieréelle non nulle), soit un point-selle (i.e. un point ou les valeurspropressontréelleset de

signesoppo®s)du syseémelinéari€ tangentOn préciserasuivantles pointsstationnaire$z,yo) Siles

foyerstrouvessontattractifs(stables)u répulsifs(instables).

on appellesysemelinéari® tangenten (z¢,y,) au syseéme

} , OU J(g0 o) F €Stlajacobienneale F' en(z,yo).
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