
UNIVERSIT É PARIS VIII CALCUL DIFFÉRENTIEL
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1. (4 points) Extremadela fonction ���������
	�� définiepar ������������������ � ���� � � ���! "�#�$ �&% .
1. (5 points) On définit le produit vectorielde deux vecteurs

�	 '
et
�	 (

de �  , not́e
�	 '*)+�	 (

, comme

le vecteurde norme ,-, �	 ' ,-,/.�,0, �	 ( ,0,1.2,436507 8� �	 ' � �	 ( � , et dirigé commele vecteur
�	 9

, orthogonalà
�	 '

et à
�	 (

,
et tel que :<;>= � �	 ' � �	 ( � �	 9 �@?BA . On peutdémontrerquele produit vectoriela les propríet́essuivantes:
c’estuneapplicationbilinéaireet antisyḿetrique(

�	 (#) �	 ' �C� �	 'D) �	 (
) de �  FE �  dans�  ; deplus,�	 'G) �	 ( � �	 A si et seulementsi

�	 '
et
�	 (

sontcolinéaires; enfin il résultefacilementde sadéfinition

qu’un triangle HJIFK duplanaffineeuclidienusuelauneaire( �� baseE hauteur)́egaleà �� ,-, �L	HJI ) �M	HJKN,0, .
Soit O unecourbeferméeconvexedeclasseKFP duplanaffineeuclidien� � , i.e.l’imagedel’intervalleQ A�� �SR paruneapplicationdeclasseKTP"U � Q A�� �SR �V	W� � telle que U �XAY�Z� U � � � et telle quela partiedu plan

limit éepar O soit unconvexe.MontrerqueparmilestrianglesU �2[
� U �2\]� U � 9 � inscritsdansO , il enexiste
au moinsun qui soit d’aire maximum(utiliser les propríet́esdesfonctionscontinuessur un compact).
Montrerquepouruntel triangle,enchacundesessommets,la tangentèa O estparall̀eleaucôtéoppośeà
cesommet.(Indication: onpourrapourcelamontrerquesi

�	 ( �2[���\!� 9 �^�C� �_�`	U ��\��a� �a�_	U �2[
�b� ) � �]�L	U � 9 �S� �a�_	U �2[
�`� ,
l’application

�	 ( � Q A�� �SR  �
	c�  a pourdifférentielle:�	 (ed �2[���\!� 9 �S�Xfg�Zh
�Zi2�"� �-�&�j	U d �2[
� ) � �k�6	U �2\]�"� �l�Y	U � 9 �6� . fm� ����	U d ��\�� ) � �l��	U � 9 �^� �a�Z	U �2[
�b� . hn� �4�!�o	U d � 9 � ) � �a�_	U �2[
�"� �_�`	U �2\]�b� . i .)
Dansle casoù O estun cercle,montrerquelestrianglesinscritsdansO d’aire maximumsontexac-

tementlestriangleséquilat́eraux.(On rappellequ’unedroitenormaleà uncercle passepar soncentre.)

3.(5points) Soitl’applicationde p �L� � E �q�r	�� � définiepar p ��st�6u6���C��� � ��� � �vu � �`� 3`507 u>�w�xSy 3 u6� ,
où s � ��������� . Calculer la matrice de la dérivée partielle

zL{ p{ s ��st�6u6�}| et montrer que l’ équationp �~st�`u6���C�2A��ZAY� définit auvoisinagedetoutpoint ��s��`u6� satisfaisant̀acetteéquation,distinctde �XA���A��ZAY� ,
dans �  une fonction implicite s � ���~u6� que l’on explicitera en distinguantdeux cas,suivant que���`� � �����o�u �>��u���A ou � . (Indication: onutilisera lesrelations� � �J� � ��u � et � 3`507 u�����xSy 3 u pourmon-

trer que s � ��u]xSy 3 u_�`u 36507 u6� ou s � �4�vu]xSy 3 u_�a��u 3`507 u6� , et endéduireque, lorsque �~st�`u6�n��D�XA���A��ZAY� ,
le jacobien ����

{ p{ s ��s��`u6� ���� nes’annulejamais.)

4. (4 points) Soit le syst̀emedifférentielnonlinéaire: � � d � � �@� � �!�� d � � � �n���!� où ����A�������A .
Déterminerles pointsd’équilibrede ce syst̀emeet donnerpour chacunde cespoints la naturedu

syst̀emelinéariśe tangent.
Dansle casoù le pointd’équilibren’estpasl’origine, quelleestla naturedestrajectoiresdusyst̀eme

linéariśetangent?(Onpourradémontrer, enprenantpournouvellescoordonńeess����^���!���Z�q���V�J�M�
autourdupointd’équilibre ���!�����M�Z� que sts d � $ ��� d ��A et intégrer par rapportautempscetteégalit́e.)

5. (6 points) Soit � une applicationde classeK P d’un intervalle fermé borńe � de � dans � , telle
quel’ équation� �~�
����A ait unesolutionet uneseuledans� .

a/ Montrerquesi on peuttrouver ��� � tel que �M� �<���	 �L� �~�
�w����� �
� ���
� applique� danslui-
même,alorsrésoudrel’ équation� �~�
����A dans� revient à trouverunpoint fixe   de �M� dans� . Montrer
quesi on peutdeplus touver � tel que: ¡ h
�ZAe¢Ch�¢ � �b£r� �¤� � , � d� ���
� ,¦¥ h , alors �M� estcontractante



de � danslui-même(on rappellequ’unepartie ferméed’un espacecompletestcompl̀ete),et on peut
danscecasrechercherle point fixe   de �M� dans� par la méthodedesapproximationssuccessives,i.e.
en définissantunesuitede nombresréels ���&§��4§M¨k© par : �!� quelconquedans � et �&§�ª P � �M� ���&§Y� , qui
convergealorsvers   .

b/ Application: montrerquel’ équation�!«&�e��� � ��A aexactementunesolutiondans
Q A]� �SR etqu’on

peutchoisir � defaçon que �M� �<�t�	 �L� �~�
�v�¬�N� � �~�!«����� � � applique
Q A]� �SR danslui-mêmeet que£r� � Q A�� �SR � , � d� �~�
� ,<¥ h , pourun he¢ � . En déduireuneméthodederésolutionapproch́eedel’ équation� « ��N� � ��A pour � � Q A�� �SR . (Indication: montrer d’abord, enécrivant � d� �~�
�®� � � � �°¯ � � % , que

pourobtenir £r� � Q A�� �SR �S�Jh�¢ � d� ���
�±¢+h pourun h fixédansR A�� � Q , il suffit dechoisir � �th ¥���¥ P ª<²³ ,
ce qui estpossiblepourvuque « ´ ¥ h¤¢ � : �M� sera ainsi contractantesur

Q A�� �SR , d’aprèsle théor̀eme
desaccroissementsfinis; montrer ensuite-un tel choix de h et de � imposantnécessairement� ?�A - en
écrivant �L� �~�
�µ� � ��� � � � �4��� � � « , que A ¥W�M� ���
� ¥ � pour tout � de

Q A]� �SR : �M� appliquera ainsi
Q A�� �SR

danslui-même.)
c/ (Questionsubsidiairefacultative, + 2 points :) On veutaussipouvoir choisir � de façon quela

méthodedesapproximationssuccessivesconvergele plusvite possible.Onrappellequedansla méthode
desapproximationssuccessives,pour uneapplication � contractantede rapport h , unesuite ���&§Y�4§¶¨S©
telle que �&§�ª P � � ���&§�� convergeversle point fixe   de � avecunevitessedétermińeepar la relation:, �&§·�  V,l¥ h §� ��h , � P �¸�!� , , c’est-̀a-dired’autantplusvite que h estpluspetit.Dansle casdel’application

ci-dessus: �M� ���
���C�¹� � ��� « �W�e� � � , il résultede la questionpréćedente(cf. les indications)quela

pluspetitevaleurpossiblepour h est
¯º
, correspondant̀a uneseulevaleurpossiblepour � : � � �º

. On

donne: » « ´�¼ � P �CA . A�A�A�½L¾ à � Al¿ « prèsparexcès; vérifier quesi �!�n�CA et �&§�ª P � �¦ÀÁ �~�&§Â� , alors � � P est
unevaleurapproch́eeà � Al¿  prèsdel’unique racinede � « ����� � dansl’intervalle

Q A�� �SR .


