Licence/Maitrise d’'informatique, option math ématiques 2000-01

Examen final du 29 juin (pas de candidats), puis du 24 septembre 2001

1. (6 points)Soityp : R* — R? I'application linéaire admettant pour matrice dans les bases canoniques

deR? etR?:
1 0 -1
A= {1 2 1 }

On noteX le vecteur-colonne des coordaes (dans la base canoniqueRki de 7 € R? et on s’auto-

rise dans la suita identifierz et X. Déterminer||¢|| = sup ||lo(7)|| = ||4]| = sup [|AX]], R?
|17 ||=1 J1X[=1

etR? étant munis des normes euclidiennes usuelles (on rappellé4jiiest alors la racine cae de la
plus grande des valeurs propres' det).

Pourquoi la spare-uni€ {7 € R*/||7|| = 1} deR?® est-elle un compact d&* ?
Montrer que I'application: R® — R est continue.
X = [lAX]]
En déduire gu'il existe rtessairement uliy sur la splere-uni€ deR? tel que||AX,|| = || 4]].
En exhiber un (prendre un vecteur propre del correspondard la plus grande des valeurs propres).
Retrouver ceesultat par le calcul difffentiel en maximisantA X ||? sous la contraintg X ||? = 1.

2. (6 points)Soit f : R? — R?2, espace vectoriel euclidienefinie par:

|z e “xcosb—ysinb—1)| .
U= [y] Hf(ﬁ)— [e“(xsinb+ycosb—1)}’oua>0etb€R'

Donner par sa matrice jacobienne la eliﬁhtielledﬁf de f enl [ﬂ et \erifier qu’elle est indpen-

dante du choix dé’ . Calculer‘ ‘dﬁf(ﬁ)‘ ‘ pourﬁ [Z] et en @&duire la normﬁHdszH de 'applica-
tion linéaired— f.

Montrer quev T, V'V, Hf(ﬁ) - f(V)H = HdﬁfH'Hﬁ - 7“ et en &duire quef est contractante.

(On rappelle qu¢ est contractante sk, 0 < £ < 1,VZ VU, ||/(T) — f(D < k|7 — 7).

On donne la suité)?,:)neN deR? définie par)TS = {” et X, = f()?ﬁ). Montrer,a I'aide du tleo-

reme du point fixe (cf. feuille 12, ex. 8.) que la suit(a)?n)neN converge et dferminer sa limite.

3. (4 points) Soit la quadriqué S) deR? (elle admet I'origineD(0, 0,0) comme centre de syelrie.),
d'equationQ(X,Y, Z) — 84 =4X2 4+ 6Y2 + 422 —2XY +2XZ —2YZ -84 =0

Trouver les axes et les sommets de cette quadrique,eterrdiner les pointé Xy, Yy, Zy) de (S) qui
sont extemaux pour la fonction cagrde la norme euclidiennex? + Y2 + Z2, sous la contrainte
Q(X,Y,Z) — 84 = 0.
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tout n-uplet(py, po, - . ., pn) de nombres positifs ou nuls, et tels qE p; = 1 (p; est la probabilg’de
=1

I"evénement) ; on appelleentropie d’information de la probabil€ (p, ps, ..., p,) le nombre (positif

ou nul) H(p1,p2, .-, pn) = — Zpi In p; (dans cette éfinition, on prolonge par contineitén £ro la
=1
fonctionz — zInz, i.e. en donnana cette fonction la valeur 0 en 0). Montrer que la probabitt
{1,2,...,n} qui maximise I'entropie d’'information est la probalslithiforme, i.e. la probabili&’ Efinie
par:Vi € {1,2,...,n}, p; = —. Pourquoi s’agit-il bien d'un maximum ? Quelle(s) probabil#) sur
n
{1,2,...,n} pourrait-on @finir pour rendre cette entropminimum? (On pourra chercher maximiser
n
-oua minimiser- la fonction entropie d’information sous la contraiEt:erpi = 1 dansR".)
=1
5. (6 points) Soit le syseme diférentiela coefficients constants:

¥ = -3rx+y+et
Y = x—-3y+e'+4

Donner la solution grérale du systme homogne assoel.” Montrer que le syste avec second membre
admet une solution particelié de la formez, (t) = a +be ", y1(t) = c+ de " (i.e. dterminefa, b, ¢, d
réepondant’la question). Enetiuire la solution grérale du sysime complet (=avec second membre),
puis la solution du sysethe complet qui satisfadtla condition initialer(0) = 2 y(0) = 5 Que peut-on
dire du comportement des trajectoires solutions lorsguer +o00?




