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Examen final du 29 juin (pas de candidats), puis du 24 septembre 2001

1. (6 points)Soit' : R
3
�! R

2 l’application linéaire admettant pour matrice dans les bases canoniques
deR 2 etR 3 :

A =

�
1 0 �1

1 2 1

�

On noteX le vecteur-colonne des coordonn´ees (dans la base canonique deR
3 ) de�!x 2 R

3 et on s’auto-
rise dans la suite `a identifier�!x etX. Déterminerjj'jj = sup

jj
�!
x jj=1

jj'(
�!
x )jj = jjAjj = sup

jjXjj=1

jjAXjj, R 2

etR 3 étant munis des normes euclidiennes usuelles (on rappelle quejjAjj est alors la racine carr´ee de la
plus grande des valeurs propres det

AA).

Pourquoi la sph`ere-unitéf�!x 2 R
3
=jj�!x jj = 1g deR 3 est-elle un compact deR 3 ?

Montrer que l’application : R 3
! R est continue.

X 7! jjAXjj

En déduire qu’il existe n´ecessairement unX0 sur la sph`ere-unité deR 3 tel quejjAX0jj = jjAjj.
En exhiber un (prendre un vecteur propre det

AA correspondant `a la plus grande des valeurs propres).
Retrouver ce r´esultat par le calcul diff´erentiel en maximisantjjAXjj2 sous la contraintejjXjj2 = 1.

2. (6 points)Soitf : R
2
�! R

2 , espace vectoriel euclidien, d´efinie par :
�!
U =

�
x

y

�
7! f(

�!
U ) =

�
e
�a

(x cos b� y sin b� 1)

e
�a

(x sin b + y cos b� 1)

�
, où a > 0 et b 2 R.

Donner par sa matrice jacobienne la diff´erentielled�!
U
f def en

�!
U

�
x

y

�
et vérifier qu’elle est ind´epen-

dante du choix de
�!
U . Calculer

���
���d�!
U
f(
�!
H )

���
���, pour

�!
H

�
h

k

�
et en déduire la norme

���
���d�!
U
f

���
��� de l’applica-

tion linéaired�!
U
f .

Montrer que8
�!
U , 8

�!
V ,
������f(�!U )� f(

�!
V )

������ = ������d�!
U
f

������:�������!U �
�!
V

������ et en déduire quef est contractante.

(On rappelle quef est contractante ssi9k; 0 < k < 1; 8
�!
x ; 8

�!
y ; jjf(

�!
x )� f(

�!
y )jj � k jj

�!
x �

�!
y jj).

On donne la suite(
�!
Xn)n2N deR 2 définie par

�!
X0 =

�
1

1

�
et
���!
Xn+1 = f(

�!
Xn). Montrer,à l’aide du théo-

rème du point fixe (cf. feuille no2, ex. 8.) que la suite(
�!
Xn)n2N converge et d´eterminer sa limite.

3. (4 points)Soit la quadrique(S) deR 3 (elle admet l’origineO(0; 0; 0) comme centre de sym´etrie.),
d’équationQ(X; Y; Z)� 84 = 4X

2
+ 6Y

2
+ 4Z

2
� 2XY + 2XZ � 2Y Z � 84 = 0

Trouver les axes et les sommets de cette quadrique, i.e. d´eterminer les points(X0; Y0; Z0) de (S) qui
sont extrémaux pour la fonction carr´e de la norme euclidienne :X2

+ Y
2
+ Z

2, sous la contrainte
Q(X; Y; Z)� 84 = 0.

... / ...



4. (4 po nts)Etant donne l ensemble an elementsf1; 2; : : : ; ng, on appelleprobab l te sur cet ensemble

toutn-uplet (p1; p2; : : : ; pn) de nombres positifs ou nuls, et tels que
nX
i=1

pi = 1 (pi est la probabilit´e de

l’ événementi) ; on appelleentropie d’information de la probabilité (p1; p2; : : : ; pn) le nombre (positif

ou nul)H(p1; p2; : : : ; pn) = �

nX
i=1

pi ln pi (dans cette d´efinition, on prolonge par continuit´e en zéro la

fonctionx 7! x lnx, i.e. en donnant `a cette fonction la valeur 0 en 0). Montrer que la probabilit´e sur
f1; 2; : : : ; ng qui maximise l’entropie d’information est la probabilit´euniforme, i.e. la probabilité définie

par :8i 2 f1; 2; : : : ; ng, pi =
1

n
. Pourquoi s’agit-il bien d’un maximum? Quelle(s) probabilit´e(s) sur

f1; 2; : : : ; ng pourrait-on définir pour rendre cette entropieminimum? (On pourra chercher `a maximiser

-ou à minimiser- la fonction entropie d’information sous la contrainte
nX
i=1

pi = 1 dansR n .)

5. (6 points)Soit le système différentielà coefficients constants :
�

x
0

= �3x + y + e
�t

y
0

= x� 3y + e
�t

+ 4

Donner la solution g´enérale du syst`eme homog`ene associ´e. Montrer que le syst`eme avec second membre
admet une solution particuli`ere de la forme :x1(t) = a+ be

�t
; y1(t) = c+ de

�t (i.e. déterminera; b; c; d
répondant `a la question). En d´eduire la solution g´enérale du syst`eme complet (=avec second membre),

puis la solution du syst`eme complet qui satisfait `a la condition initialex(0) =
5

2
, y(0) =

11

2
. Que peut-on

dire du comportement des trajectoires solutions lorsquet �! +1?


