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1. (6 points)a/ On veut d´eterminer les extrema def : (x; y) 7! f(x; y) = xy(1 � x2 � y2) sur le
disque-unité fermé deR 2 : D(0; 1) = f(x; y)=x2 + y2 � 1g. Pourquoi peut-on affirmer sans calculs
que ces extrema existent? Les d´eterminer par le calcul et donner la valeur def en ces points.
b/ Mêmes questions en remplac¸antD(0; 1) parD(0;

p
2) = f(x; y)=x2+ y2 � 2g. (On n’omettra pas

d’examiner les valeurs de fjD(0;
p
2)

là où elle n’est pas différentiable, i. e. sur le bord du disque.)

2. (4 points)Déterminer les axes (direction, longueur) de l’ellipse de centreO(0; 0) et d’équation
q(x; y) = 2x2 � 3xy + 2y2 = 1 en cherchant les extrema de la fonction carr´e de la norme sous
la contrainteq(x; y) = 1. (On pourra montrer que le calcul différentiel conduit en fait à poser un
problème algébrique -diagonalisation d’une matrice- que l’on résoudra.)

3. (4 points)Soit (S) la surface deR 3 d’équationz = f(x; y) = x3 + y3 � 3xy. Donner la formule
de Taylorà l’ordre 2 pourf , et en déduire l’équation du plan tangent `a (S) et la position de(S) par
rapportà son plan tangent, en chacun des 3 points :A(1; 1;�1), B(�1;�1;�5),C(1;�1; 3) de(S).

4. (4 points)Montrer que l’équationf(x; y) = xex + yey = 2e (où e est la base des logarithmes
népériens) définit au voisinage du point(1; 1) une fonction implicitey = '(x) dont on donnera un
développement limit´e à l’ordre2 enx � 1 = t. Plus généralement, montrer qu’au voisinage de tout
point de la courbe(C2e) d’équationf(x; y) = 2e, on peut d´efinir une fonction implicite, soit de la
forme y = '(x), soit de la formex =  (y), dont le graphe s’identifie localement `a (C2e). Plus
généralement encore, ceci est-il toujours possible en tout point de toute courbe(Ca) de la famille de
courbesf(Ca); a 2 Rg d’équationf(x; y) = a?

5. (8 points)Soit f : R
n �! R

n définie par :f(�!x ) =

1
2
�!x

1 + jj�!x jj2 +
�!a , où �!a 2 Rn. Vérifier

que la différentielle def est donn´ee par :f 0(�!x )(�!h ) =
1
2

�!
h

1 + jj�!x jj2 �
< �!x ;�!h > �!x
(1 + jj�!x jj)2 (diff érentiation

des fonctions compos´ees ; on pourra admettre ce r´esultat) et en d´eduire l’expression suivante de la

matrice jacobienne def en�!x : J�!x f =

1
2

1 + jj�!x jj2

�
I � 2

�!x : t�!x
1 + jj�!x jj2

�
.

Chercher les vecteurs propres de l’endomorphismef 0(�!x ) deRn sous la forme
�!
h = t�!x , où t 2 R,

d’une part, et
�!
h 2 f�!x g? d’autre part, et en d´eduire la diagonalisation def 0(�!x ) (on vérifiera que dans

la décomposition en somme directe orthogonale :R
n
= R�!x �? f�!x g?, R�!x est sous-espace propre,

associé à la valeur propre�1 =
1
2
(1 � jj�!x jj2)
(1 + jj�!x jj2)2 et quef�!x g? est aussi sous-espace propre, associ´e à la

valeur propre�2 =
1
2

1 + jj�!x jj2 ). En utilisant la d´ecomposition orthogonale dansRn :
�!
h =

�!
h1 +

�!
h2,

où
�!
h1 et

�!
h2 sont des vecteurs propres (orthogonaux) deJ�!x f associés aux valeurs propres�1 et �2

respectivement, et en d´eveloppant
���
���J�!x f:�!h

���
���2, montrer que

����J�!x f
���� � max(j�1j; j�2j) et en déduire

quef est contractante deRn dansRn et que8�!a 2 Rn, l’ équation en�!x :
1
2
+ jj�!x jj2

1 + jj�!x jj2
�!x = �!a a une

seule solution dansRn. Application numérique : en prenant�!a =
1
2
�!e1 + : : : + 1

2
�!en, proposer un

algorithme dansRn pour donner une valeur approch´ee de cette solution.


