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1. (5 points)Soit l’applicationcos : C �! C qui à z 2 C associecos z =
e
iz
+ e

�iz

2
.

a/ Montrer en posantz = x+ iy qu’on définit naturellement `a partir de cette application une application
Cos : R 2

�! R2 qu’on exprimera `a l’aide de fonctions usuelles (sin, cos, ch, sh) et dont on calculera la
matrice jacobienne et le jacobien.
b/ On dit qu’une application estconforme lorsque sa diff´erentielle est une similitude, i.e. la compos´ee
d’un endomorphisme orthogonal par une homoth´etie. Montrer que l’applicationCos est conforme (on
pourra vérifier que les vecteurs colonnes de la matrice jacobienne sont orthogonaux et de mˆeme norme,
norme qui est le rapport de la similitude).

2. (5 points) On définit le produit vectoriel de deux vecteurs
�!
U et

�!
V deR 3, noté

�!
U ^

�!
V , comme

le vecteur de normejj
�!
U jj:jj

�!
V jj:j sin

\
(
�!
U ;
�!
V )j et dirigé comme le vecteur

�!
W , orthogonalà

�!
U et à

�!
V ,

et tel quedet(
�!
U ;
�!
V ;
�!
W ) > 0. On peut d´emontrer que le produit vectoriel a les propri´etés suivantes :

c’est une application bilin´eaire et antisym´etrique (
�!
V ^

�!
U = �

�!
U ^

�!
V ) deR 3

�R 3 dansR 3 ; de plus,
�!
U ^

�!
V =

�!
0 si et seulement si

�!
U et

�!
V sont colinéaires ; enfin il r´esulte facilement de sa d´efinition

qu’un triangleABC du plan affine euclidien usuel a une aire (
1

2
base� hauteur)égaleà

1

2
jj
�!
AB ^

�!
ACjj.

SoitC une courbe ferm´ee convexe de classeC1 du plan affine euclidienR 2, i.e. l’image de l’intervalle
[0; 1] par une application de classeC1

:[0; 1]�!R2 telle que(0)=(1) et telle que la partie du plan
limit ée parC soit un convexe. Montrer que parmi les triangles(u)(v)(w) inscrits dansC, il en existe
au moins un qui soit d’aire maximum (utiliser les propri´etés des fonctions continues sur un compact).
Montrer que pour un tel triangle, en chacun de ses sommets, la tangente `aC est parallèle au cˆoté oppos´e

à ce sommet. (Indication : on pourra montrer que si
�!
V (u; v; w) =

�
��!

(v)�
��!

(u)

�
^

�
��!

(w)�
��!

(u)

�
,

l’application
�!
V : [0; 1]

3

�! R
3 a pour différentielle :

�!
V

0

(u; v; w)(h; k; l) =
���!


0

(u)^

�
��!

(v)�
��!

(w)

�
:h+

��!


0

(v)^

�
��!

(w) �
��!

(u)

�
:k+

���!


0

(w)^

�
��!

(u)�
��!

(v)

�
:l.)

3. (4 points) Déterminer les axes (direction, longueur) de l’ellipse de centreO(0; 0) et d’équation
q(x; y) = 2x

2

� 3xy + 2y
2

= 1 en cherchant les extrema de la fonction carr´e de la norme sous la
contrainteq(x; y) = 1. (On pourra montrer que le calcul différentiel conduit en fait à poser un problème
algébrique -diagonalisation d’une matrice- que l’on résoudra.)

4. (8 points)On considère un syst`eme linéairesurdéterminé A�!x =
�!
b , où�!x 2 Rn,

�!
b 2 R p, avecA

matriceà p lignes etn colonnes de rangn < p (il y a plus d’équations que d’inconnues, donc en g´enéral
il n’y a pas de solution, mais la matriceA est suppos´ee de rang maximumn, i.e. l’application linéaire
sous-jacente est injective).

Exemple (à traiter en application) :

8<
:

2x � y = 1

x� 2y = �3

x� y = 3

(vérifier qu’il n’y a pas de solution).

... / ...



On se propose de d´eterminer le vecteur�!x qui minimise la norme euclidiennejjA�!x �
�!
b jj (on dit aussi :

“qui soit solution de l’équationA�!x =
�!
b au sens des moindres carr´es”).

Calculer le gradient de l’applicationf :
�!
x 7! jjA

�!
x �

�!
b jj

2 (indication : composer l’application
�!
x 7! A

�!
x �

�!
b avec l’application�!y 7! jj

�!
y jj

2 pour obtenir quef 0(�!x )(
�!
h ) = 2 < A

�!
x �

�!
b ;A

�!
h >,

autrement dit que
���!
r�!
x
f = 2

t
A(A

�!
x �

�!
b )) et en déduire qu’en un point�!x extrémal (= critique) pourf ,

on a :tAA�!x =
t
A
�!
b . Montrer que le fait pourA d’être de rang maximum implique quet

AA est inversible
(indication : d’après l’hypothèse,A est la matrice d’une application lin´eaire injective deRn dansR p,
i.e. siA�!x =

�!
0 , alors�!x =

�!
0 ; prendre alors�!u 2 Ker

t
AA et montrer que�!u =

�!
0 : t

AA est donc
la matrice d’une application lin´eaire injective deRn dans lui-même, i.e. d’un isomorphisme deRn). En
déduire que le seul extremum pourf est�!x = (

t
AA)

�1 t
A
�!
b . Montrer que la hessienner2

�!
x
f def est

égale pour tout�!x à 2
t
AA (N.B. : remarquer que le gradient def est affine en la variable�!x ). Montrer

qu’elle est définie positive en tout�!x et en déduire que l’extremum local d´eterminé précédemment est
un minimum pourf : c’est la “solution au sens des moindres carr´es” cherch´ee.

Application numérique : calculer la solution au sens des moindres carr´es de l’exemple introductif.

5. (6 points)Soit le système différentielà coefficients constants :
�

x
0

= �3x+ y + e
�t

y
0

= x� 3y + e
�t

+ 4

Donner la solution g´enérale du syst`eme homog`ene associ´e. Montrer que le syst`eme avec second membre
admet une solution particuli`ere de la forme :x1(t) = a+ be

�t
; y1(t) = c+ de

�t (i.e. déterminera; b; c; d
répondant `a la question). En d´eduire la solution g´enérale du syst`eme complet (=avec second membre),

puis la solution du syst`eme complet qui satisfait `a la condition initialex(0) =
5

2
, y(0) =

11

2
. Que peut-on

dire du comportement des trajectoires solutions lorsquet �! +1?


