Licence de matrémétiques - 2001-02

Examen final (2 session) du 28 juin 2002

1. (5 points)Soit I'applicationcos : C — C quiaz € C associeos z = %

a/ Montrer en posant = = + iy qu’on c&finit naturellemena partir de cette application une application
Cos : R? —s R? qu’'on exprimeraa’l’aide de fonctions usuellesif, cos, ch, sh) et dont on calculera la
matrice jacobienne et le jacobien.

b/ On dit gu'une application esbnforme lorsque sa di#rentielle est une similitude, i.e. la compes”
d’'un endomorphisme orthogonal par une honetith"Montrer que I'applicatiof’os est conforme (on
pourra \erifier que les vecteurs colonnes de la matrice jacobienne sont orthogonaux etngenorme,
norme qui est le rapport de la similitude).

2. (5 points) On c&finit le produit vectoriel de deux vecteufs et V deR? not T A 7, comme

le vecteur de normﬁﬁ||.||7||.| sin (ﬁ, 7)| et dirigé comme le vecteuW, orthogonala‘U> etaV,
et tel quedet(ﬁ, \7, W/) > 0. On peut @montrer que le produit vectoriel a les pregi#s suivantes:
c’'est une application bili@dire et antisymtrique (\7 ANT =-T A 7) deR?® x R?dansR ?; de plus,
ANV = (0 sietseulement et V' sont coliréaires; (i:'nfin il esulte facilementlde seefinition
qu’un triangleA BC' du plan affine euclidien usuel a une ailéet(asex hauteur)e’galea[§||@ A @H.

SoitC une courbe fermé convexe de classé€ du plan affine euclidieR ?, i.e. 'image de I'intervalle
[0, 1] par une application de clas§g +:[0, 1]—R? telle quey(0)=~(1) et telle que la partie du plan
limitee patC soit un convexe. Montrer que parmi les trianglés )~(v)~(w) inscrits dang’, il en existe
au moins un qui soit d’aire maximum (utiliser les prag#s des fonctions continues sur un compact).
Montrer que pour un tel triangle, en chacun de ses sommets, la tasgeptt parakle au oté oppos”

a ce sommet.IQdication: on pourra montrer que s V(u, v,w) = <’y(7§ — 7(73) A <~ﬁ — 7(73)

I’applicationV :10,1]° — R a pour différentielle:

A\ AN A\ A\ AN A\ A\

V(v w0) (b, 1) = 5N (300) = () ) bt T0)A (300) = 2(w)) k477TwiA (30 = 3005 ) )

3. (4 points) Déterminer les axes (direction, longueur) de I'ellipse de ce6tti@ 0) et d’équation
q(z,y) = 22* — 3zy + 2y* = 1 en cherchant les extrema de la fonction eade la norme sous la
contraintey(x,y) = 1. (On pourra montrer que le calcul différentiel conduit en fait & poser un probléme
algébrique -diagonalisation d’ une matrice- que |’ on résoudra.)

4. (8 points)On consi@re un systme lirdairesurdéterming Az = 7, o7 eR"”, T e R?, avecA
matricea p lignes etn colonnes de rang < p (il y a plus d'équations que d’inconnues, donc esngral
il N’y a pas de solution, mais la matricé est supposé de rang maximum, i.e. I'application liréaire
sous-jacente est injective).

20 — y = 1
Exemple @ traiter en application)¢ « —2y = —3 (vérifiergu’il n’y a pas de solution).
r—y = 3



On se propose destErminer le vecteuW qui minimise la norme euclidienipA @ — T || (on dit aussi:
“qui soit solution de [EquationA 7 = T au sens des moindres oast).

Calculer le gradlent de lapplicatiofi : @ — ||AZ — T ||> (indication: composer Iappllcatlon
7 AT — b avec lapplicationi’ — ||7||> pour obtenir que”(Z)(F) =2 < AT — b, AT >,
autrement dit qu@Yf = 2UA(AT — ?)) et en déduire qu’en un point’ extrémal (= crlthue) pourf,

ona:AAT = 4T . Montrer que le fait pourt d’etre de rang maximum implique g4 est inversible
(indication: d’ apes I'hypottese, A est la matrice d’une application Baire |nject|ve deR ™ dansR?,
ie.siA® = 0, alors® = 0 ; prendre alorsz € KerAA et montrer quez = 0 : AA est donc
la matrice d’une application le®ire injective ddR " dans |UI n€me, i.e. d’un isomorphisme d&"). En
déduire que le seul extremum pofilest @ = ({AA4)~! 4 . Montrer que la hessienné? f de f est
égale pour tout? a24A (N.B.: remarquer que le gradient deest affine en la vanabl@) Montrer
qu'elle est @finie positive en tout et en &fduire que I'extremum localedérmir€ pécédemment est
un minimum pourf : c’est la “solution au sens des moindres eafrcherclee.

Application nungrique : calculer la solution au sens des moindressate I'exemple introductif.

5. (6 points)Soit le syseme diférentiela coefficients constants:

¥ = —3zx+ytet
y = r—3y+et+4

Donner la solution grérale du sygme homogne assoei.” Montrer que le syste avec second membre
admet une solution particelie de la formez(¢) = a + be™", y1(t) = ¢+ de™ (i.e. déterminera, b, ¢, d
répondant’la question). Enetiuire la solution grérale du sysime complet (=avec second membre),

11
—y(0) = 5 Que peut-on

puis la solution du systhe complet qui satisfadtla condition initialer(0) = 5

dire du comportement des trajectoires solutions lorsque +o00?




