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1. (5 points)SoitF l’aplication deR 2 dansR 2 définie par :

F (x; y) =

�
�

2
+ Arc tan

x+ y

2
;
�

2
+ Arc tan

x� y

2

�
. Calculer la matrice jacobienneJ(x;y)F deF

et sa norme
����J(x;y)F ����, et montrer queF est une application contractante de[0; �] � [0; �] dans

lui-même. Montrer que le syst`eme

8<
:
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2
+ Arc tan

x+ y

2
= x

�

2
+ Arc tan

x� y

2
= y

a une solution unique(�; �) dans

[0; �] � [0; �]. Montrer que l’algorithme
n
��!un+1 = F (�!un) ; �!u0 =

�!
0
o

converge vers�!u1 = (�; �), et

que�!u26 en est une valeur approch´eeà 10�3 près en norme (on rappelle que sik est le rapport de

contraction, alors8n 2 N; jj�!un �
�!u
1
jj �

kn

1� k
jj
�!u1 �

�!u0jj).

2. (4 points) Extrema dansR 2 de f définie parf(x; y) = x4 + y4 + 2(x � y)2 � 4x � 4y. (On

pourra vérifier que la condition
���!
rx;yf =

�!
0 équivautà

@f

@x
+
@f

@y
= 0 et

@f

@x
�

@f

@y
= 0, et que d’autre

partx2 + xy + y2 > 0 quels que soientx ety non nuls.)

3. (4 points) Déterminer par le calcul diff´erentiel (théorème des extrema li´es) les axes (direction,
longueur) de l’ellipse du plan affineR 2 d’équation13X2

� 10XY + 13Y 2 = 36.

4. (4 points)Montrer que l’équationF (t; x; y) =

�
e�

t

2 (sinx+ cos y)
e�

t

2 (cos x+ sin y)

�
=

�
1
1

�
définit au voisinage

du point(0; 0; 0) deR 3 une fonction implicite� : t 7! (x = '(t); y =  (t)) de classeC1 dont on
donnera un d´eveloppement limit´e à l’ordre 2 au voisinage de 0.

5. (4 points) Montrer que la surface(S) deR 3, d’équationX2 + Y 2
� Z2 + 1 = 0 (c’est un

hyperbolo¨ıde de révolutionà deux nappes) est en chacun de ses points une sous-vari´eté deR 3 qui
se compose de deux parties disjointes : l’une dans le demi-espaceZ � 1, l’autre dans le demi-espace
Z � �1 (symétriques l’une de l’autre par rapport au planZ = 0). Donner l’équation du plan affine
tangentà (S) enM0(X0; Y0; Z0) quelconque sur(S). Montrer que pourZ � 1, (S) est toujours au-
dessus du plan tangent, et toujours au-dessous pourZ � �1 (exprimerZ en fonction deX etY ).

6. (4 points) Étant donn´e l’ensemble `a n élémentsf1; 2; : : : ; ng, on appelleprobabilité sur cet

ensemble toutn-uplet (p1; p2; : : : ; pn) de nombres positifs ou nuls, et tels que
nX

i=1

pi = 1 (pi est

la probabilité de l’événementi) ; on appelleentropie d’information de la probabilité (p 1; p2; : : : ; pn)

le nombre (positif ou nul)H(p1; p2; : : : ; pn) = �

nX
i=1

pi ln pi (où on prolonge par continuit´e en zéro

la fonctionx 7! x lnx, i.e. en donnant `a cette fonction la valeur 0 en 0). Montrer que la probabilit´e
qui maximise l’entropie d’information est la probabilit´euniforme, i.e. définie par :8i 2 f1; 2; : : : ; ng,

pi =
1

n
. Pourquoi est-on sˆur qu’un tel maximum existe? (montrer que l’ensemble des probabilit´es

f(p1; : : : ; pn)=8i; pi � 0;
nX

i=0

pi = 1g est un compact deRn). Pourquoi le point

�
1

n
; : : : ;

1

n

�

est-il bien un maximum ? Quelle(s) probabilit´e(s) surf1; 2; : : : ; ng pourrait-on définir pour rendre
à l’inverse cette entropieminimum?


