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1. (5 points)Soit /' I'aplication deR 2 dans]R2 définie par:
r+y m

5 5 + Arctan

F(z,y) = (g + Arctan - ) Calculer la matrice jacobienng, ,, I' de I

et sa norme|.J, x [0, 7] dans
(z.y)

+y

g + Arctan *

g-l—Arctanx;y =y

lui-méme. Montrer que le syatie a une solution uniquéy, 3) dans

[0, 7] x [0, 7]. Montrer que I’algorithme[u—>n+1 = F (@), up = W} converge versi;; = (a, 3), et
queiz; en est une valeur approeha 103 prés en norme (on rappelle quefsiest le rapport de

contraction, alor§'n € N, ||u}, — uz|| < ||u1 — wp]).

2. (4 points) Extrema dangR * de f définie parf(z,y) = 2* + y* + 2(z — y)* — 42 — 4y. (On

pourra \erifier que la conditiorv . y? equwauiaa—f + Z_f 0 tg—f — Z_f = 0, et que d’autre
) Z )

parta? + xy + y* > 0 quels que soient ety non nuls.)

3. (4 points) Déterminer par le calcul déffentiel (tltoreme des extremads) les axes (direction,
longueur) de I'ellipse du plan affirne ? d’equationi3.X? — 10XY + 13Y?% = 36.

-3 (sina + cos y)
-3 (cosx + siny)
du point(0,0,0) deR ® une fonction implicited : ¢ — (z = ¢(¢),y = (¢)) de classe’> dont on
donnera un eveloppement liméa I'ordre 2 au voisinage de 0.

4. (4 points)Montrer que lBquationF'(¢, x,y) = Z } = {” définit au voisinage

5. (4 points) Montrer que la surfac¢S) de R ?, d’équationX* + Y2 — Z? + 1 = 0 (Cc’est un
hyperbolade de gvolutiona deux nappes) est en chacun de ses points une soa@\d®R * qui
se compose de deux parties disjointes : I'une dans le demi-e&pace, I'autre dans le demi-espace
7 < —1 (symétriques I'une de l'autre par rapport au plan= 0). Donner l'équation du plan affine
tangenta’(S) en My(Xo, Yo, Zy) quelconque sufS). Montrer que pouZ > 1, (5) est toujours au-
dessus du plan tangent, et toujours au-dessouspgur-1 (exprimerZ en fonction deX etY).

6. (4 points) Etant done’ 'ensemblea™n élements{1,2,...,n}, on appelleprobabilité sur cet
ensemble tout.-uplet (p1, ps, ..., p,) de nombres positifs ou nuls, et tels C]épi = 1 (p; est
la probabilie de 'événement) ; on appelleentropie d’ information de la probabffla;'(pl,pz, ey Pn)
le nombre (positif ou nulf (p1, pa, ..., pn) = — zn:pi In p; (ou on prolonge par contintén £ro

=1
la fonctionz — x In x, i.e. en donnan cette fonction la valeur O en 0). Montrer que la probailit”
qui maximise I'entropie d’'information est la probalelithiforme, i.e. dfinie parv: € {1,2,...,n},

1 . - . : -
p; = —. Pourquoi est-onws™qu’un tel maximum existe ? (montrer que I'ensemble des probedilit
n

- : "a! 1
{(pr,--,pa)/Vi,pi = 0, pi = 1} est un compact d&"). Pourquoi le pomt(—,...,—)
n n
1=0
est-il bien un maximum ? Quelle(s) probalg() sur{1,2,...,n} pourrait-on @finir pour rendre

a l'inverse cette entropieinimum?




