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N.B.Danstoutcequi suit,R™ estmunid’'une baseorthorméeet de sastructure euclidienneusuelle

1. (8 points) a/ On consictreun sysemelinéairesurdétermire A7 = 7 ol 7 € R", T e R?,
avec A matriceap lignesetn colonnesderangn < p (il y aplusd’équationgjued’inconnuesdonc
engéréralil n’y apasdesolution),la matriceA étantsuppogederangmaximumn (i.e.l'application
linéairesous-jacentestinjective). On seproposede déterminere vecteurz qui minimisela norme
euclldlennd|A?—_b>|\ (ondit aussi. “qui soitsolutiondel’ équationd 7 = T ausensdesmoindres
cares”).

Calculer le gradient de |’ appllcatlon 7= ||AT - I ||2. Montr er qu’en un point zj cri-
tique pour f,ona: 'AAT = A5 . Montr er guele fait pour A d’étrederang maximum implique
gue YA A estinversible (et n"admetdoncpas0 commevaleurpropre!) Calculer la hessiennev%f de f.
(N.B. : onpourraremarquequele gradientde f estaffineenz.) Montr er gu’elle estdéfinie positive en tout
7 etendéduire 'existenced’un extremum local unique pour f quel’on déterminera.

b/ On considrea présentun sysemelinéairesous-étermire A7 = 7 ol @ € R", T e R?,
avec A matriceap lignesetn colonnesderangn > p (il y aplusd’inconnuesqued’équationsdonc
il y auneinfinité de solutions),la matrice A étantsuppogede rangmaximumn (i.e. I'application
linéairesous-jacentest surjective). On se proposede déterminercelle dessolutionsqui ala plus
petltenormep035|ble| e.le vecteurz qui minimisela normeeuclidienne|| 2’||? sousla contrainte
A7 -5 =70 (N.B.: la solutlon existe donc,c’estle projet€ orthogonalde 0 surle sous-espace
affined’ equatlon(s)él? _ =1 deR")

Montr er I'existenced'un vecteur X de R? (a constantemultiplicati ve presle vecteurdes
multlpllcateurs de LagrarEe ") tel qu’en la solution z¢ du problémeon ait : 7§ = X A, avec
Azg = b d'odl A4 X = 1. Montrer guele fait pour A d’étre derang maximum implique que
A *A estinversible et en déduire le calcul de la solution z3.

c/ Applicationsnumériques r+ y = 1
cl.Déterminer la solution au sensdesmoindrescarrésdu syseme{ 3z +2y = 2
r—y = -1

c2.Déterminer dansR? le projeté orthogonal de 0 surla droite ; { z i ‘;’z i_ 'Z i L

2. (8 points) SoitI unintenalledeR , etsoit F' : R" x I — R™, espace/ectorieleuclidien,ou
I'on supposeF’ continueet uniformementontractanteent € 1, i.e.:

3 €]0, 11, V¢ € I,VF € R", VT € R™, ||F(Z, 1) — F(&,1)|| < k|7 - F| (1)

a/ Montr er que pour chaquet € I, I'équationen @ : F(7,t) = T aune solution unique,

quel’on notera&(t). Montr er que I'application ¢ : ¢ — £(t) estcontinuede I dansR™.
Indication:

Majorerns_i — &(to)|| enécrivant: &) — &(to) = F(E(E),1) — F(&,t) + F(&,t) — F(Z, 1) (en posant:
E(to) = 50) etutiliser I'in égali€ de Lipschitz (1) d’'unepart,la continuie de F' d’autrepart.



l .
b/ Application : en posant, pour X ] € R? ett € R, F(Y,t) = %Sm(ﬂfﬂLy) +t]’
scos(x —y)—t
1 =
montrer que le syseme: { izg;(éty)) i B a une solution unique dansR?, que I'on
! =

notera E(t; [28] , etquel'application = : ¢t — E(ti estcontinuede R dansRR?.
Indication:
On pourracalculerlajacobienne]yFt de F; : X > F(Y,t) et montrerque

‘J?Ft[zm < “gm

pourobtenirun rapportde contractionk pour F' al'aide du theomedesaccroissementinis.

3. (8 points) Onditquef : U — R, ou U estunouvertcorvexedeR", estcorvexessila partie
{(7,2)/f(%) < 2z} deR™ x R estcorvexe ou, cequi revientauméme,ssi
VZ eU, VY €U, Vt€[0,1],f(1 -7 +t7) < (1 —1)f( +tf
inéga tedecon/exne)
a/ Montr er quesi f estdiff érentiable sur 'ouvert convexelU, avaleursdansR f estcorvexe

ssi: VZ eU VY €U, f(¥) - f(7) ><V?? v-7> (2

Indications:

-pourle sendirect(supposanf corvexe): définissantpour@ ety fixés,g : R — Rpar: g(t) = f(1-t) 7 +t7),
montrerqueg estdérivablesurR, dedérivéeg’ donréeparg’(t) =< V(l_t)?“? ?, 7 — @ >, montreralors,al’aide

del'in égalie decorvexité,quevt €]0,1], (%) — f(T) > 9(t) — 9(0) ;g(O)

-pourla réciproque(supposantin égali& (2) vraie): appliquer’in égalie del'hypothéseentre@ et(1 — )7 +t 7/,
d’'unepart,entre® et(1 — )7 + t7, d’autrepart, pourmontrerque

@) = (=0T +t9) > - <V g T -7 >t

etfairetendret vers0.

et
J@) = F (=07 +07) 2< V2o T -2 > (1-1)

Conclure enmultipliantla premiereinégali€ par (1 — t) etla deuxiemepart.

En déduire que si f, diff érentiable sur 'ouvert corvexeU, estcorvexe,alors tout point cri-
tique pour f (i.e.ou le gradient de f s’annule) estun minimum global dansU pour f.

b/ Montr er, a I'aide de la formule de Taylor al'ordr e 2, que si f est2 fois diff érentiable sur
I'ouvert corvexeU, f estcorvexessiVz € U, V%f >0.

c/ Application : on consickre I'application f : R™ — R définie par : f(7) = e3/IZ 1. Calcu-
ler W et V? f.

Indications: on trouverav—f f 7). 7 etvﬁf f(z )(I +t7.7); eneffet, f(77).7 sedérive commeun
produr[etadoncpourd|fferent|elleen 7 'z )( ). T + f(T). T, vecteurdontle produitscalaireavec un vecteur
quelconquek deR™ est,pardéfinitiondela dlfferentlelIae.econdeexactemenfE> V%f 7.

Calculer VZ, f. 7/ al pour 7/ orthogonal & 7’ ; b/ pour 7/ proportionnel & 7. En déduire
lesvaleurs propreset les sous-espacepropresde V?f Montr er que f estcorvexesur R”. f
admet-elleun minimum global sur R" ?

N.B. Cestrois exercicessonttresdirectemeninspirésdu “P etit guide de calcul differentiel” de
F. Rouviere (Ed. Cassini, 1999, Paris) dont la lecture (rappelsde courset exercicescorrigés) est
vivementconseileeauxétudiants.



