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É PARIS VIII CALCUL DIFFÉRENTIEL
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N.B.Danstout cequi suit, ��� estmunid’unebaseorthorméeet desastructureeuclidienneusuelle.

1. (8 points) a/ Onconsid̀ereunsyst̀emelinéairesurdétermińe ������
	 ���� , où ����� ��� , ����  ��� ,
avec � matriceà � ligneset � colonnesderang ����� (il y aplusd’équationsqued’inconnues,donc
engéńeralil n’y apasdesolution),la matrice� étantsuppośeederangmaximum� (i.e. l’application
linéairesous-jacenteestinjective).On seproposededéterminerle vecteur�� � qui minimisela norme
euclidienne��� ���� � � ���� ��� (ondit aussi: “qui soitsolutiondel’ équation���� �
	 ���� ausensdesmoindres
carŕes”).

Calculer le gradient de l’application ��� �� ���� ��� � �� � � ���� ��� � . Montr er qu’en un point ����� cri-
tique pour � , on a :  �!��������	  � ���� . Montr er quele fait pour � d’ êtrederang maximum implique
que  �!� est inversible (et n’admetdoncpas " commevaleurpropre!) Calculer la hessienne#$� �� � � de � .
(N.B. : on pourraremarquerquele gradientde % estaffineen &' ( .) Montr er qu’elle estdéfinie positiveen tout�� � et endéduire l’existenced’un extremum local unique pour � que l’on déterminera.

b/ On consid̀ereà présentun syst̀emelinéairesous-d́etermińe ������)	 �� � , où �� �* � � , �� �  � � ,
avec � matriceà � ligneset � colonnesderang �,+,� (il y aplusd ’inconnuesqued’équations,donc
il y a uneinfinité de solutions),la matrice � étantsuppośeede rangmaximum � (i.e. l’application
linéairesous-jacenteestsurjective). On seproposede déterminercelle dessolutionsqui a la plus
petitenormepossible,i.e. le vecteur �� � qui minimisela normeeuclidienne��� �� � ��� � sousla contrainte���� � � ���� 	 ��.- (N.B. : la solutionexistedonc,c’est le projet́e orthogonalde ��/- sur le sous-espace
affined’équation(s)� �� � � �� � 	 �� - de ��� ).

Montr er l’existenced’un vecteur ��10 de �2� (à constantemultiplicati ve prèsle “v ecteur des
multiplicateurs de Lagrange”) tel qu’en la solution ����� du problèmeon ait : ������	  � ��10 , avec�������3	 ���� , d’où �  � ��40 	 ���� . Montr er que le fait pour � d’ êtrederang maximum implique que�5 � estinversibleet endéduire le calcul de la solution �� ��� .

c/ Applicationsnumériques:
c1.Déterminer la solution au sensdesmoindrescarr ésdu syst̀eme

6798 �;: < 	 => �;:@?A< 	 ?� � < 	 � =
c2.Déterminer dans ��B le projeté orthogonal de ��.- sur la droite : C �D: > <E:GF 	 =�D:@?H< � F 	 ?
2. (8 points) Soit I un intervallede � , et soit J��K���MLNI � � ��� , espacevectorieleuclidien,où

l’on supposeJ continueet uniformémentcontractanteen O  I , i.e. :PRQ TS -VU =XW UZY O  I UZY �����E � � UZY ����) � � U ����JM[Z�� � U O]\ � JM[Z����� U O]\^���`_ Q ���/�� � � �� ��� ���2[ = \
a/ Montr er que pour chaque O  I , l’ équation en �� � : Ja[b�� � U O]\ 	 �� � a une solution unique,

que l’on notera �c� �d [eO]\ . Montr er que l’application
d �KO �� ��� �d [eO]\ estcontinue de I dans ��� .

Indication:

Majorer fgf &h& 'ikjhlnm & &^& 'ikjhlcopm fgf en écrivant : &h& 'ikjqlnm & &^& 'ikjqlcormEs5tuj &h& 'ikjhlnmbvnlnm & tuj &' iZoHvnlnmxwytuj &' iboHvzlnm & tuj &' iboHvzlcorm (en posant:&^& 'ikjqlcorm�s &' ibo ) et utiliser l’in égalit́edeLipschitz
je{rm

d’unepart,la continuit́ede
t

d’autrepart.



b/ Application : en posant, pour �� | } � <�~  � � et O  � , JM[ �� | U O]\ 	 }�����]��� [ �;:�< \ : O������ � [ � � < \ � O ~ ,

montrer que le syst̀eme: C ����]��� [ �;:�< \ : O 	 ��� ��� � [ � � < \ � O 	 < a une solution unique dans � � , que l’on

notera ��� �� [cO]\ } d [eO]\� [eO]\ ~ , et que l’application
� �KO �� �]� �� [cO]\ estcontinuede � dans �D� .

Indication:

On pourracalculerla jacobienne� &' � t�� de
t��u� &' ���' tuj &' � vnlnm et montrerque ���� ���� � &' � t����`�p���� ���� ������¡  ¢¢

£ �H¤ w � ¤
pourobtenirun rapportdecontraction¥ pour

t
à l’aide du théor̀emedesaccroissementsfinis.

3. (8 points) On dit que ����¦ �� � , où ¦ estun ouvertconvexede � � , estconvexessi la partie§ [Z�� � U F \�¨K�©[b���� \�_ F�ª
de � � L«� estconvexeou,cequi revientaumême,ssiY ��9�) ¦ UZY ��g<
 ¦ UZY O �W -VU =�S U �©[�[ = � O]\¬�� �: O®��4< \�_¡[ = � O]\]�©[Z�� � \ : O]�©[b��g< \�[ = \

(inégalit́edeconvexité)

a/ Montr er quesi � estdiff érentiablesur l’ouvert convexe ¦ , à valeursdans � , � estconvexe
ssi:

Y �� �) ¦ UbY �� <� ¦ U �©[ �� < \ � �©[ �� � \u¯°� �^��� �# ���� � U �� < � �� � + [ ? \
Indications:
-pourle sensdirect(supposant% convexe): définissant,pour &' ( et &' ± fixés,² �¬³ �' ³

par: ² jqlnm�s % jzje{ & lnm &' ( w´l &' ± m ,
montrerque ² estdérivablesur

³
, dedérivée ²¶µ donńeepar ²^µ jqlnm�s�· &�&k&k&k&A&k&k&k&k& '¸3¹/º�» �h¼ &' (¾½ � &' ± % v &' ± & &' (�¿ ; montreralors,à l’aide

del’in égalit́edeconvexité,que À l�ÁKÂ " vZ{ZÂ�v % j &' ± m & % j &' ( m�Ã ² jhlnm & ² j " ml et fairetendre
l

vers " .
-pourla réciproque(supposantl’in égalit́e(2) vraie): appliquerl’in égalit́edel’hypothèseentre &' ( et

je{ & lnm &' ( w�l &' ± ,
d’unepart,entre &' ± et

je{ & lnm &' ( w;l &' ± , d’autrepart,pourmontrerque% j &' ( m & % jzje{ & lnm &' ( w;l &' ± mÄÃ & · &Z&k&A&k&k&k&k&H&k& '¸ ¹.ºÅ» �h¼ &' (¾½ � &' ± % v &' ± & &' (Æ¿ l
et % j &' ± m & % jnjn{ & lnm &' ( wÇl &' ± m�ÃÈ· &]&k&H&H&k&k&H&k&k& '¸É¹.ºÅ» �h¼ &' (�½ � &' ± % v &' ± & &' (�¿ jn{ & lnm
Conclure,enmultipliant la premìereinégalit́epar

jn{ & lnm et la deuxìemepar
l
.

En déduire que si � , diff érentiable sur l’ouvert convexe ¦ , estconvexe,alors tout point cri-
tique pour � (i.e. où le gradient de � s’annule)estun minimum global dans ¦ pour � .

b/ Montr er, à l’aide de la formule de Taylor à l’ordr e 2, que si � est2 fois diff érentiable sur
l’ouvert convexe ¦ , � estconvexessi

Y �� �) ¦ U # � �� � �Ê¯ -
.

c/ Application : on consid̀ere l’application �,�X� � �� � définie par : �©[ �� � \ 	ÌËÎÍÏ^Ð�Ð &' ( Ð�Ð Ï . Calcu-
ler �^��� �# ���� � et #$� �� � � .

Indications: on trouvera &]&H& '¸ &' ( % s % j &' ( mb� &' ( et
¸ ¤ &' ( % s % j &' ( mbjqÑÈw � &' ( � &' ( m ; eneffet, % j &' ( m�� &' ( sedérive commeun

produit et a doncpourdifférentielleen &' � : %Kµ j &' ( mbj &' � mb� &' ( w % j &' ( mb� &' � , vecteurdont le produit scalaireavecun vecteur

quelconque&' � de
³�Ò

est,pardéfinitiondela différentielleseconde,exactement
� &' � � ¸ ¤ &' ( % � &' � .

Calculer #$� �� � ��Ó���g< a/ pour ��4< orthogonal à ���� ; b/ pour ��g< proportionnel à ���� . En déduire
lesvaleurs propreset lessous-espacespropresde #$� �� � � . Montr er que � estconvexesur � � . �
admet-elleun minimum global sur � � ?

N.B. Cestrois exercicessonttrèsdirectementinspirésdu “Petit guidedecalcul différentiel” de
F. Rouvìere (Ed. Cassini,1999,Paris) dont la lecture(rappelsde courset exercicescorrigés) est
vivementconseilĺeeauxétudiants.


