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1. (6 points)Soit l’applicationsin : C �! C qui à tout nombre complexez = x + iy associe

sin z =
e
iz � e

�iz

2i
. Montrer que cette application permet de d´efinir une applicationSin deR 2 dans lui-

même par :Sin(x; y) = (Re(sin(x+ iy));Im(sin(x+ iy))), que l’on explicitera `a l’aide des fonctions
trignométriques et hyperboliques ´elémentaires. Calculer la matrice jacobienne de l’applicationSin dans
la base canonique deR 2. On dit qu’une application deRn dansRn estconforme lorsque sa diff´erentielle
est une similitude. Montrer que l’applicationSin est conforme (indication : v´erifier que les deux vecteurs
colonnes de la matrice jacobienne sont orthogonaux et de mˆeme norme, norme qui est le rapport de la
similitude). En déduire que si
 : [�1; 1] �! R 2 et Æ : [�1; 1] �! R 2 sont deux applicationsC1 deI
dans le plan telles que les courbes
(I) et Æ(I) se coupent enM = 
(0) = Æ(0) suivant un angle (non

orienté, modulo�) �, (i.e.<
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��� : cos �), alorsSin Æ 
(I) et Sin Æ Æ(I)

sont deux courbesC1 du plan qui se coupent enSin(M) suivant le même angle� (on rappelle qu’une
similitude conserve les angles).

2. (4 points)Points critiques et extrema dansR 2 de la fonctionf définie par :f(x; y) = x
3
+ y

3 � 3xy.

3. (6 points) On se propose de d´eterminer les sommets et les axes de la conique deR 3 d’équations
f(X;Y;Z) = 4X

2
+ 6Y

2
+ 4Z

2 � 2XY + 2XZ � 2Y Z = 33 etg(X;Y;Z) = X + Y + Z = 3

en cherchant les extrema de la fonction carr´e de la norme :n(X;Y;Z) = X
2
+ Y

2
+ Z

2 sous les
contraintesf(X;Y;Z) = 33 et g(X;Y;Z) = 3 .
Pour cela, on commencera par diagonaliser la matriceF de la forme quadratiquef dans la base canonique
(on trouvera trois valeurs propres :3, 4, et 7) et on exprimeraf , g et n dans une baseorthonormée de
vecteurs propres pourF (i.e. en choisissant la matrice de passage de la base canonique `a la base propre
orthogonale), base dans laquelle on montrera que, si l’on noteU , V etW les nouvelles coordonn´ees,
correspondant aux droites propresKer(F �3I), Ker(F�4I) etKer(F�7I) (qui sont de directions2
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5, respectivement), le probl`eme devient : trouver les extrema deU2

+ V
2
+W

2

sous les contraintes3U2
+ 4V

2
+ 7W

2
= 33 et V =

p
3. On résoudra alors ce probl`eme dans la

base propre, et on reviendra `a la base canonique pour donner les r´esultats sous la forme des axes et des
sommets de la conique en fonction deX;Y; etZ.

4. (6 points)a/ Déterminer les points critiques def : R
n �! R définie parf(�!x )= jj�!x jj

�
1�jj�!x jj2

�
(on pourra utiliser le fait quef = ' Æ r, où r(�!x )= jj�!x jj et'(r) = r(1� r

2
)).

b/ Montrer (tableau de variation de') que chaque point critique est pourf un maximum au sens large,
mais jamais un maximum strict (choisir pour cela�!y tel quejj�!y jj= jj�!x jj, avecjj�!y ��!x jj aussi petit
que l’on veut, non nul). Que peut-on en d´eduire (sans calcul) pour les valeurs propres de la hessienne?

c/ Le calcul effectif de la hessienne donne :r2�!
x
f = (1 � 3r
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(on pourra

admettre ce r´esultat). Vérifier qu’en un point�!x critique pourf , la hessienne est de rang1, et qu’elle a
pour seules valeurs propres�2

p
3 (multiplicité1) et 0 (multiplicitén � 1). Montrer enfin que, toujours

en un point critique pourf , la formule de Taylor `a l’ordre 2 s’écrit :
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