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Examen partiel du 18 d́ecembre 2002 (suivi de son corriǵe)

1. (4 points)Déterminer les extrema dansR 2 de la fonctionf définie par :

f(x; y) = x5 + y5 � 5x3 � 5y3 + 10x+ 10y

2. (6 points)On donne les applications' : R3 n fx = 0g n fy = 0g n fz = 0g �! R
3

et : R3 �! R définies par :'(x; y; z) =

�
x

y
;
y

z
;
z

x

�
et (u; v; w) = u2 + v2 + w2. Calculer la

matrice jacobienneJ(x;y;z)' et le gradient
������!r(u;v;w) ; en déduire le gradient

��������!r(x;y;z) Æ ' de Æ' (on
montrera que

��������!r(x;y;z) Æ ' = t
�
J(x;y;z)'

�������!r'(x;y;z) ). Calculer la hessienner2
(x;y;z) Æ ' et écrire la

formule de Taylor `a l’ordre 2 en(1; 1; 1) pour Æ'. Par exemple en ´ecrivant (vérifier cette formule) :
4(h2+k2+ l2�hk�kl� lh) = 3(h�k)2+(h+k�2l)2, montrer que cette hessienne en(1; 1; 1) est
positive, maisnon définie positive(i.e. son noyau n’est pas r´eduit à f�!0 g). On admettra d’autre part

que8a > 0;8b > 0;8c > 0;
a

b
+
b

c
+
c

a
� 3 : vérifier que(1; 1; 1) est pour Æ ' un minimum local

(et d’ailleurs aussi global)non stricten remarquant que tout point de la droitefx = y = zg donne
lieu au même minimum, ´egalà3, pour Æ ').

3. (4 points) Déterminer les axes (direction, longueur = distance entre un sommet et le sommet
diamétralement oppos´e) de l’ellipse plane d’´equationq(x; y) = 5x2 + 6xy + 5y2 = 4, en montrant
que ce probl`eme (maximisation / minimisation dex2 + y2 sous la contrainteq(x; y)� 4 = 0) revient
en faità rechercher valeurs propres et vecteurs propres de la matrice de la forme quadratiqueq.

4. (6 points)Montrer, à l’aide de la formule des accroissements finis et du th´eorème du point fixe,
que l’application : R2 �! R

2 définie par (x; y) =
�
1
2

�
sinxy + 1

2

�
; 1
2

�
cos xy + 1

2

��
applique

B(0; 1) dansB(0; 1) et y admet un unique point fixe dont on donnera un algorithme de calcul `a 10�3

près enx et eny (on rappelle que : 1/ la norme euclidienne d’une matriceA est la racine carr´ee de
la plus grande valeur propre detAA ; 2/ dans la m´ethode des approximations successives, pour une
applicationf contractante de rapportk, une suite(�!xn)n2N telle que��!xn+1 = f(�!xn) converge vers le

point fixe
�!
� def avec une vitesse d´eterminée par la relation :jj�!xn �

�!
� jj �

kn

1 � k
jj�!x1 ��!x0jj, c’est-

à-dire d’autant plus vite quek est plus petit).

5. (4 points)On cherche les extrema dansRn de l’application' définie par'(�!x ) = jj�!x jj(1�jj�!x jj).
En s’aidant de la fonction :r 7! r(1 � r) deR+ dansR, montrer que :

a/
���!r�!x ' est partout d´efini sauf en�!0 (calculer ce gradient) et ne s’annule que pourjj�!x jj = 1

2
;

b/
�!
0 n’est sûrement pas un extremum global pour' ; en revanche, c’est sˆurement un minimum

local (N. B. :' n’est pas différentiable en
�!
0 );

c/ aucun�!x tel quejj�!x jj = 1
2

ne peutêtre un extremum localstrict, mais que tout�!x tel que
jj�!x jj = 1

2
est un maximum localnon strictpour'.
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Corrig é de l’examen partiel du 18 d́ecembre 2002

1. On calcule :
����!r(x;y)f = 5

�
x4 � 3x2 + 2
y4 � 3y2 + 2

�
, gradient qui n’est nul que lorsque(x2� 1)(x2� 2) = 0

et(y2�1)(y2�2) = 0, d’où 16 extrema possibles :(�1;�1); (�1;�
p
2); (�

p
2;�1); (�

p
2;�

p
2).

On calcule alorsr2
(x;y)f = 20

�
x
�
x2 � 3

2

�
0

0 y
�
y2 � 3

2

�
�
. La recherche des points o`ur2

(x;y)f << 0

(maxima relatifs def ) et de ceux o`ur2
(x;y)f >> 0 (minima relatifs def ) met enévidence exactement

4 maxima :(1; 1), (1;�
p
2), (�

p
2; 1) et (�

p
2;�

p
2) et 4 minima :(�1;�1), (�1;

p
2), (

p
2;�1)

et(
p
2;
p
2). Aucun de ces extrema ne peut ˆetre un extremumglobal, puisque lim

x;y�!+1
f(x; y) = +1

et lim
x;y�!�1

f(x; y) = �1.

2. On calcule :J(x;y;z)' =

2
66664

1

y

�x
y2

0

0
1

z

�y
z2

�z
x2

0
1

x

3
77775 et

������!
r(u;v;w) = 2

2
4 uv
w

3
5 = tJ(u;v;w) , d’où

t
��������!r(x;y;z) Æ ' = J(x;y;z) Æ ' = J'(x;y;z) � J(x;y;z)' = 2

h x
y

y

z

z

x

i
2
66664

1

y

�x
y2

0

0
1

z

�y
z2

�z
x2

0
1

x

3
77775 =

2

�
x

y2
�
z2

x3
y

z2
�
x2

y3
z

x2
�
y2

z3

�
, et

��������!
r(x;y;z) Æ ' = 2

2
666664

x

y2
�
z2

x3

y

z2
�
x2

y3

z

x2
�
y2

z3

3
777775

Du calcul du gradient de Æ ' on déduit par dérivation la hessienne en(x; y; z) quelconque :

r2
(x;y;z) Æ ' = 2

2
666664

1

y2
+ 3

z2

x4
�2x

y3
�2z

x3

�2x

y3
1

z2
+ 3

x2

y4
�2y

z3

�2z

x3
�2y

z3
1

x2
+ 3

y2

z4

3
777775

En (1; 1; 1), le gradient est nul et la hessienne vautr2
(x;y;z) Æ ' = 2

2
4 4 �2 �2
�2 4 �2
�2 �2 4

3
5, et la

formule de Taylor `a l’ordre 2 s’écrit donc :

 Æ '(1 + h; 1 + k; 1 + l) � 3 = [h k l ]

2
4 4 �2 �2
�2 4 �2
�2 �2 4

3
5
2
4hk
l

3
5 + o(h2 + k2 + l2) =

4(h2 + k2 + l2 � hk � kl � lh) + o(h2 + k2 + l2) = (3(h� k)2 + (h+ k � 2l)2) + o(h2 + k2 + l2)

2



La hessienne en(1; 1; 1) est bien positive, mais non d´efinie positive, puisque son noyau, d´efini
parfh � k = 0; h + k � 2l = 0g n’est pas r´eduit à zéro : c’est la droitefh = k = lg deR3. On
ne peut donc pas conclure `a l’existence d’un minimum strict pour Æ ' en (1; 1; 1). Et de fait, si

l’on admet1 que8a > 0;8b > 0;8c > 0;
a

b
+
b

c
+
c

a
� 3, il est clair que(1; 1; 1) est pour Æ '

un minimum global (puisque Æ '(1; 1; 1) = 3), donc aussi un minimum local. Mais comme en
tout x 6= 0,  Æ '(x; x; x) = 3, tout voisinage de(1; 1; 1) contient une infinit´e de points en lesquels
 Æ' vaut3 comme en(1; 1; 1), et(1; 1; 1) est bien un minimum (global et) localnon strictpour Æ'.

3. D’après le théorème sur les extrema li´es, la fonctionn2, carré de la norme euclidienne, ne pourra
passer en(x; y) par un extremum sous la contrainteq(x; y) � 4 = 0 que si en(x; y) les gradients
����!r(x;y)q et

�����!
r(x;y)n

2 sont proportionnels. Or
����!r(x;y)q =

�
10x + 6y
6x + 10y

�
et
�����!
r(x;y)n

2 =

�
2x
2y

�
, donc la

condition s’écrit :9� 2 R;
�
5x+ 3y
3x+ 5y

�
= �

�
x

y

�
, soit encore :

�
5 � � 3
3 5� �

� �
x

y

�
=

�
0
0

�
, ce qui

n’est possible en(x; y) 6= (0; 0) (car commeq(0; 0) 6= 4, (0; 0) ne pourra ˆetre un extremum pourn2

soumisà la contrainteq(x; y) = 4) que si� est valeur propre de la matrice

�
5 3
3 5

�
, matrice de la

forme quadratiqueq (rappel : un syst`eme linéaire homog`ene n’a de solution diff´erente de la solution

nulle que si le d´eterminant du syst`eme est nul), et si

�
x

y

�
en est un vecteur propre associ´e à �. Les

valeurs propres sont8 et2, et on trouve pour vecteurs propres associ´es, respectivement

�
1
1

�
et

�
1

�1

�
.

Pour� = 8,

�
x

y

�
= �

�
1
1

�
avecq(x; y) = 4, soit 5�2 + 6�2 + 5�2 = 4, d’où � = �

1

2
:�

1

2
;
1

2

�
et

�
�
1

2
;�

1

2

�
sont les 2 sommets oppos´es correspondants, et la longueur de l’axe qui les

joint sur la première bissectrice est
p
2 ; de même, pour� = 2,

�
x

y

�
= �

�
1

�1

�
avecq(x; y) = 4, soit

5�2 � 6�2 + 5�2 = 4, d’où� = �1 : (1;�1) et (�1; 1) sont les 2 sommets oppos´es correspondants,
et la longueur de l’axe qui les joint sur la deuxi`eme bissectrice est2

p
2.

4. Il est clair que est, comme les fonctionssinuset cosinus, indéfiniment différentiable. De plus

jj (x; y)jj2=
1

4

�
sinxy +

1

2

�2

+
1

4

�
cosxy +

1

2

�2

=
1

4

�
sin2 xy+cos2 xy+

1

2
+ sinxy+cosxy

�
=

1

4

�
3

2
+
p
2 sin

�
xy +

�

4

��
�

1

4

�
3

2
+

3

2

�
=

3

4
� 1, donc l’image de est incluse dansB(0; 1).

1.
a

b
;
b

c
;
c

a

�
ou encore

x
2

y2
;
y
2

z2
;
z
2

x2

�
étant 3 nombres positifs dont le produit vaut 1,ceci peut aussi s’´enoncer ainsi :

8x1>0; 8x2>0; 8x3>0, si x1:x2:x3=1, alorsx1 + x2 + x3 � 3. Plus généralement :8x1>0; 8x2>0; : : : ; 8xn>0, si

x1:x2: : : :xn=1, alorsx1 + x2 + : : :+ xn � n. Ceci résulte de la convexit´e de l’exponentielle : comme
nX
i=1

lnxi = 0,

alors1 = exp

 
1

n

nX
i=1

lnxi

!
� 1

n

nX
i=1

exp(lnxi) =
1

n

nX
i=1

xi. Mais donnons-en, dans le casn = 3, une démonstration

élémentaire qui n’utilise pas la notion de convexit´e : d’abord8x>0; 8y>0; x+ y

x
� 2
p
y

�
car

1

x
(x�py)

2 � 0

�
, donc

x+
y

x
+

1

y
� 1

y
+ 2
p
y � 3 (car il est facile de v´erifier que la fonctiony 7! 1

y
+ 2
p
y passe eny = 1 par un minimum

absolu,égalà3), et donc en posantx =
a

b
; y =

a

c
, on a bien comme annonc´e :8a > 0; 8b > 0; 8c > 0;

a

b
+

b

c
+

c

a
� 3.
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Pour chercher si est bien contractante deB(0; 1) dansB(0; 1), calculons la normejjJ(x;y) jj

de la jacobienne de : J(x;y) =
1

2

�
y cos xy x cosxy

�y sinxy �x sinxy

�
, d’où tJ(x;y) J(x;y) =

1

4

�
y2 xy

xy x2

�
,

qui a pour valeurs propres les racines de

�
y2

4
� �

��
x2

4
� �

�
�
x2y2

16
= �

�
� �

x2 + y2

4

�
= 0.

Il s’ensuit quejjJ(x;y) jj =

r
x2 + y2

4
�

1

2
puisque(x; y) 2 B(0; 1).  est donc contractante de

rapport
1

2
deB(0; 1) dansB(0; 1). D’après le théorème du point fixe, admet alors un unique point

fixe
�!
� dansB(0; 1), et d’après la méthode des approximations successives,

�!
� est obtenu comme

limite de la suite(�!xn)n2N définie par�!x0 quelconque, par exemple
�!
0 , et��!xn+1 =  (�!xn), avec une

vitesse de convergence vers
�!
� déterminée parjj�!xn �

�!
� jj � 2�n+1jj�!x1 ��!x0jj � 2�n+1. Il suffit alors

de prendren = 11 pour obtenir quejj�!x11�
�!
� jj � 2�10 � 10�3. Le terme�!x11 de la suite ainsi d´efinie

est donc une valeur approch´ee de
�!
� à 10�3 près en

p
x2 + y2, donc enx et eny (de même, si on

voulait une valeur approch´ee de
�!
� à10�6 près, le terme�!x21 de la suite conviendrait).

5. a/ La fonction' : �!x 7! '(�!x ) = jj�!x jj(1 � jj�!x jj) = jj�!x jj�jj�!x jj2 a pour gradient (cf. cours)
�!x
jj�!x jj

� 2�!x = �!x
�

1

jj�!x jj
� 2

�
qui est défini partout sauf en

�!
0 , est n’est nul que sijj�!x jj =

1

2
.

b/
�!
0 n’est pas un extremum global pour' parce que'(

�!
0 ) = 0, alors que pour0 < jj�!x jj < 1,

'(�!x ) > 0, tandis que pourjj�!x jj �! +1, '(�!x ) < 0. En revanche, pour tout�!x non nuldans
B(
�!
0 ; 1), '(�!x ) > 0 alors que'(

�!
0 ) = 0, donc

�!
0 est un minimum localstrict pour'.

c/ Aucun�!x tel quejj�!x jj =
1

2
ne peutêtre un extremum localstrict pour' puisque tout voisinage

de tout�!x tel quejj�!x jj =
1

2
contient une infinit´e de points (tous les points de la sph`ere d’équation

jj�!x jj =
1

2
qui sont dans ce voisinage) en lesquels' a la même valeur qu’en�!x . En revanche, puisque

' ne dépend que der = jj�!x jj et que la fonctionr 7! r(1� r) deR+ dansR passe par un maximum,

égalà
1

4
en

1

2
, tout�!x tel quer = jj�!x jj =

1

2
est un maximum (d’ailleurs global aussi bien que local)

pour', mais un maximumnon strict.
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