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1. (7 points)(Résol ution approchée au sens des moindres carrés d’ un systeme linéaire incompatible)

Soit  une application liraire injective d&R ” dansR?, avecp > n, de matricedA dans les bases
_>

canoniques, et soitdquationy <§>> = b,0U 7 g Ime (NB:onap > n, il yadonc plus
d’equations que d’inconnues). On va voir qu’il exise&anmoins un uniqué’ deR "™ qui minimise
Hc,o <_>> — ; cet 7 sera dit solution de &guation, <§>> — 7 au sens des moindres cesr’

a/ Montrer que linjectivi€’ de p |mpI|que gue la matricéAA est une matrlcén n) inversible
(prendre® € Ker! AA et montrer qué|A=||* = 0; en déduire quez = 0, et donc quéAA est la
matrice d’'un isomorphisme de ™).

b/ Montrer que le projetorthogonal der’ surim ¢ est le vecteurd (*fAA)~ VAT (on rappelle
quey/ est le projed’orthogonal de7 surF' ssii)y € Feti)vz € F, (v — 7) L 7).

¢/ En dduire que I'unigue solution au sens des moindreesate [Equationy <§>> — 7 estle

vecteur(*AA) AT .
d/ Retrouver cegSultat par le calcul dififentiel, par exemple en calculant le gradient de I'application

7o [le () -9

r+3y = 1
e/ Application nunetique : Esoudre au sens des moindresesike’systme 2z + 2y = .
v+ y = —1

2. (7 points)Soit I'applicationf deR ? dansR ? définie parf(x, y) = (Cos (w ; y) ,sin (w ; y)) :

Calculer la matrice jacobienne deet sa norme euclidienne (rappel|| est la racine cae€ de la
plus grande valeur propre dé A) et en @duire,a I'aide de la formule des accroissements finis, flue
est contractante dR ? dansR 2. Montrer quef applique le cercle-urdétdans lui-netne et en dduire
I'existence d’un unique poirtz, y) = (cos 6, sin §) du cercle-unig’qui soit point fixe pouy, et que

A . . L 2 . , :
6 est lui-néme l'unique solution dedquatiory = g sin <0 + %) solution qui est dan@, ﬂ .

3. (5 points) On consi@re I'application ligaire de R ® dansR %, de matriceA = [1 2 3}

3 2 1

dans les bases canoniques. Montrer que la norme euclidiendees$¢2+/6 (calculer les valeurs

propres dée AA). Peut-on pevoir a priori I'existence d’'ui¥’ de S? (sptere-uni€ deR °) tel que

e ()| = 2¢/6 ? En exhiber un (N.B. : le sous-espace propre aesole plus grande valeur propre
=

detAAestR |1|).
1

4. (5 points) Calculer le gradient de l'applicatiop : R” — R qui & tout vecteur® associe

g<§>> =a ? +b< z k > 4+c¢ (©OUa>0,ceR, 7 € R™). Montrer qu’il existe un

uniquezy ol g est minimum suIR” (ie.g(zb) = ler[l& g (7)), et calculer ce minimum. Pourquoi
E e

n'est-ce pas un maximum? (indication: que se passe-t-il lorggule — +oo ?)



