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1. (7 points)(Résolution approchée au sens des moindres carrés d’un système linéaire incompatible)
Soit ' une application lin´eaire injective deR n dansR p, avecp > n, de matriceA dans les bases

canoniques, et soit l’´equation'
��!
x

�
=
�!
b , où

�!
b 62 Im' (NB : on a p > n, il y a donc plus

d’équations que d’inconnues). On va voir qu’il existe n´eanmoins un unique�!x deRn qui minimise������'��!x ���!b ������ ; cet�!x sera dit solution de l’´equation'
��!
x

�
=
�!
b au sens des moindres carr´es.

a/ Montrer que l’injectivité de' implique que la matricetAA est une matrice(n; n) inversible
(prendre�!x 2 Ker

t
AA et montrer quejjA�!x jj2 = 0 ; en déduire que�!x =

�!
0 , et donc quetAA est la

matrice d’un isomorphisme deR n).
b/ Montrer que le projet´e orthogonal de

�!
b surIm' est le vecteurA (

t
AA)

�1 t
A
�!
b (on rappelle

que�!y est le projet´e orthogonal de�!x surF ssi i)�!y 2 F et ii) 8�!z 2 F; (
�!
y ��!x )?�!z ).

c/ En déduire que l’unique solution au sens des moindres carr´es de l’équation'
��!
x

�
=
�!
b est le

vecteur(tAA)�1 t
A
�!
b .

d/ Retrouver ce r´esultat par le calcul diff´erentiel, par exemple en calculant le gradient de l’application
�!
x 7!

���
���'��!x ���!b

���
���2 .

e/ Application num´erique : résoudre au sens des moindres carr´es le syst`eme

8<
:

x+ 3y = 1

2x + 2y = 2

3x + y = �1
.

2. (7 points)Soit l’applicationf deR 2 dansR 2 définie parf(x; y) =

�
cos

�
x+ y

2

�
; sin

�
x+ y

2

��
.

Calculer la matrice jacobienne def et sa norme euclidienne (rappel :jjAjj est la racine carr´ee de la
plus grande valeur propre detAA) et en déduire,à l’aide de la formule des accroissements finis, quef

est contractante deR 2 dansR 2. Montrer quef applique le cercle-unit´e dans lui-mˆeme et en d´eduire
l’existence d’un unique point(x; y) = (cos �; sin �) du cercle-unit´e qui soit point fixe pourf , et que

� est lui-même l’unique solution de l’´equation� =

p
2

2
sin

�
� +

�

4

�
, solution qui est dans

h
0;
�

4

i
.

3. (5 points) On considère l’application linéaire' deR 3 dansR 2, de matriceA =

�
1 2 3

3 2 1

�

dans les bases canoniques. Montrer que la norme euclidienne deA est 2
p
6 (calculer les valeurs

propres detAA). Peut-on pr´evoir a priori l’existence d’un�!x de S
2 (sphère-unité deR 3) tel que

jj' (
�!
x )jj = 2

p
6 ? En exhiber un (N.B. : le sous-espace propre associ´e à la plus grande valeur propre

det
AA estR

2
4 1

1

1

3
5).

4. (5 points) Calculer le gradient de l’applicationg : R
n �! R qui à tout vecteur�!x associe

g

��!
x

�
= a

���
����!x

���
���2 + b <

�!
x ;
�!
k > + c (où a > 0 ; c 2 R ;

�!
k 2 Rn

). Montrer qu’il existe un

unique�!x0 où g est minimum surR n (i.e.g(�!x0) = min�!
x 2 Rn

g (
�!
x )), et calculer ce minimum. Pourquoi

n’est-ce pas un maximum? (indication : que se passe-t-il lorsquejj�!x jj �! +1 ?)


