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1. (6 points) Calculer le carré du nombre complexe ov = 5 +1 5 ; en déduire module
N . . V3 i o
et argument de «, a partir de ceux de son carré. Donner module et argument de 3 = - + 3 et de B

Donner la forme algébrique de % et en déduire que :

1:\/6+3\/§+\/2—\/§ T —V6-3V2+V2+2
;. .

21 1 ,etque:smﬂ:

COS

2. (6 points) On rappelle que les seules racines dans C de I’équation en Z : Z®+ Z +1 = 0 sont
les nombres complexes 7 = e’ et §% = e 75,
Montrer que I’équationen 2 : 28 + 24 +1 =0 (1)
est équivalente a : { Z+Z+1 =0
" 2t = Z
Résoudre les équations en z : z* = j et 2* = ;2 dans C, sous forme trigonométrique, et en déduire
les 8 solutions de I’équation (1), sous forme trigonométrique, puis sous forme algébrique. Représenter

ces 8 nombres sur le cercle unité du plan complexe.

3. (3 points) Apres avoir montré qu’elle est inversible, inverser (par exemple par des combinaisons
1 1 1 1
1 5/2 1 1
1 1 5/2 1
1 1 1 5/2

(Indication : on pourra commencer par retrancher, dans le systeme en x, y, z, ¢t considéré, la 1° ligne
de toutes les autres.)

linéaires de lignes d’un systéme linéaire) la matrice A =

1 0 0

4. (9 points) Dans R ® muni de la base canonique e |0 , e |1 , e |0 , ¢»ondonnel’endomorphisme
0 0 1

@ défini par (e7) = —2e5 + 2¢3, p(€3) = ef + 3€3 + &3, et p(€3) = 3ef + 33 + €.

Donner la matrice A de ¢ dans la base canonique. Calculer valeurs propres et vecteurs propres de A.
(Indications : pour calculer det (A — \I), ajouter la 2° ligne a la 3°, puis retrancher la 3° colonne de la
2°, avant de développer le déterminant ; pour le calcul des sous-espaces propres : résoudre les systemes
obtenus, par exemple par rapport a x et y en fonction du parametre z.)

Montrer que A est diagonalisable sur R, donner la matrice de passage P de la base canonique a la
base propre choisie et son inverse P, et calculer A” pour n € N et ' pour ¢ € R.
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1.2 = I — 1 +% 22—(\/5)2:§+i\/7_:614;donc,sioz:rew,
2 20 _ it _ —Tou X
ree”” =e'4,s0it: r =1letf = 3 8 + 7 ; mais « ayant sa partie réelle et sa partie imaginaire
toutes deux positives, 6 = g, ie. a = €5, Dautre part, § = e's, d’ol % — 576 = ¢ '3 =
COS - — isin . Mais I’expression algébrique de % sécrit :

24 24

B (V2rv2 V2—V2\[V3 i) V6+3v24V2-vV2 V6-3v2-V2+2
T T G 2 327 1 e 1 -

On en en déduit bien que :

T V6+3vV2+V2-12 LT mV6-3V24 V24 V2

cosﬂ: ,etque:smﬂ— 1

W

2. En posant Z = 2%, l’equatlon (1) dev1ent eneffet Z2+Z +1 = 0,s0it Z = jou Z = j%

dot z' = jouzt = j L’équation z* = j s’écrit, avec z = re : rle®® = %5 soit 7 = 1 et
T . i 2m _gon L :
0:€+k§(k:0’ ,2,3),d’ottles 4 solutions : z = €6,z =¢€'3 (=j),z=¢€ "6 ,z=¢ "35(= —j).
T T T
Et de méme, ’équation z* = j2 s’écrit, avec z = re’? : 1 = ¢7%5 soitr = letf = 5 +k§(l€ =

0,1,23),d’ou les 4 solutions : z = e~ is ,z=e Z*(:j ), 2 61'57r z=e 3( —jz)-
+7 j:2 ii5
e

S 3 e’ 6 , qui ont pour expression algébrique :

Ily aainsi 8 solutlons al’équation (1) : €' aa , €

RO
Une représentation graphique les fait apparaitre aux emplacements des heures sur le cadran d’une
horloge, sauf aux heures 3,6,9 et 12. Ce sont en effet les racines 12° de I’unité qui ne sont pas racines

4° (qui sont 1, —i, —1 et 4, a 3, 6, 9 et 12 heures), puisque 22 — 1 = (2% + 24 +1)(2* - 1).

4. En retranchant dans le déterminant de A la 1° ligne de toutes les autres, on obtient :
1 1 1 1 ;
0 3/2 0 0| (3 . . . . . .
0 0 32 0| (5) # 0, donc A est inversible. L’inversion de la matrice A conduit
0 0 0 3/2

de méme, a partir du (multi-)systeme :

det A =

r + vy + 2z 4+ t =100020
T 4+ 3y + 2+ t=0100
r 4+ y + 23z + t=0010
4+ y+ z + 2t =0001
au systeme :
v+ y 4+ z+ t= 1000
3 —
32 = -1010
3%t = -1001



T = 3 -2/3 -2/3 —-2/3
LYy = -2/3  2/3 0 0 _
soit: = —2?3 é o3 o | =47
t = —273 0 0 2/3
0 1 3
4. A= | -2 3 3| apour polyndme caractéristique :
2 1 1
—A 1 3 - 1 3 -\ =2 3
det(A—AX)=|—-2 3—2A 3 |=1-2 3-=AX 3 |=1-2 =X 3
2 1 1-A 0 4-—X 4-A\ 0 0 4-X
- =2 3
=@4-N|-2 =X 3| =U- VN -4D==-A+2)(A—=2)(A—4).
0 0 1

Il y a donc 3 valeurs propres réelles distinctes : —2, 2, et 4. A est donc diagonalisable sur R.

Equations de Ker(A + 21) :

—2r 4 5y 4 3z =0 . J 6y + 6z = st S - oy
{ 2 + y + 3z = 0 ,SOIt.{4$ _ oy = O,Cest-a-dlre.x_y_ 2, et
1
Ker(A+2I)=R | 1
—1
Equations de Ker(A—2I):
—2r + y + 32 =0 . [2 +22=0 _ oo
{ % + y — 2 = 0 ’SOlt'{4x o4 = O,Cest—a—dlre.x_ y =z, et
1
Ker(A—2I)=R | -1
1

Equations de Ker(A —41) :

20 +y — 32 =0 . -2 42 =0 , .
{_41' + Y + 32,’ = O ’SOlt'{ 61. o 6Z — O,CeStadlre.LL’—y_z’et

1
Ker(A—4I)=R | 1
1
1 1 1
DouP=|1 —1 1].Calculde P7':
-1 1 1
r + vy + 2z =100 r + y + z = 1200
r — y + z = 01 0,soit: r — 2y = —1 1 0,soit:
- + vy + 2z =001 2y + 2z = 1 0 1
r +y + 2z =1 0 T =1 0 -3
Y = % —% 0 , soit encore : Y = % —% 0,et
_ 1 1 _ 1 1
z 0 5 3 z 0 ) 3
1
0 —3

0 } (vérification : PP~! = ).
1

3
—
I
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D N [0 [ =
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DO [ =

-



-2
Al=P1AP=| 0
0
Il s’ensuit que :
1
Ar = PA/nP—l — 1
-1
et, de méme, que :
1
e =pefpPl=1| 1
-1

S NN O

,d’ou A" =
17 [(-2)"
1 0

1 0

1 6727&

1 0

1 0

0
omn
0 4
0 0
2t 0
0 4t

0
2n
0 4n
1
1o
T 1
2 12
0 3
1
1o
T 1
2 12
0 3

Ni= O

i O

N =

N =

e 0 0
0 €e* 0
0 0 e*
2"4+(=2)"  4n—2n 4"—(=2)
2 2 2
(=2)"—2"  4grgqon 4"—(-2)
2 2 2
2" —(=2)"  4n—2n  4"4(=2)
2 2 2
€2t pe—2t  gAt_g2t At 2t
2 2 2
e—2t_ g2t ety 2t edt o2t
2 2 2
e2t_e—2t  At_ o2t Aty —2t
2 2 2



