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1. (5 points) Soit f continue strictement positive sur 'intervalle [a,b] de R. Pour tout n € N, soit
={a=xy,x1,...,x,=b} une subdivision de [a, b] telle que les aires sous la courbe représentative de f

entre © = x; et x = x,;,1 soient égales pour tout - de 0 a n — 1 (et donc toutes égales a — / f(t)dt).

- Lo

F(t)dt

1
Montrer que lim — (f(wo) + f(@1) + ... + f(zn-1)

. Indications : on pourra
n—-4+oo N,

a
montrer que (pour tout n et) pour tout i entre 0 et n — 1, il existe un cZ entre xl et xlﬂ tel que

Titl 1 ° 1 (w4 —
Tiv1 — x) f(¢) = t)dt = — t)dt ; en écrivant alors — = , montrer
(@it )f(ci) f(#) ~ 1O

" /fdt

) (@i — i) f(@i)f (i)

aue N (S an) + ) 4ot S o) =l ; "
/ F(t)dt

n—1

i
L

i
=)

comparer le numérateur & la somme E (zit1 — x3) f*(x;) - montrer I'existence d’une constante K

. = K .

indépendante de n telle que pour tout i de 0 an— 1, zjy1 — x; < — (N.B. : on pourra vérifier que
n

K = f;’ f(t)dt/ infocrap) f(x) convient) ; en utilisant alors I’uniforme continuité de f sur lintervalle

n—1 n—1

compact [a,b], montrer que la différence Z(ziﬂ — ) fx;) f(e;) — Z(ziﬂ — x;) f*(;) peut étre
i=0 1=0
rendue aussi petite que ’on veut a condition de choisir n assez grand.

1
2. (8 points) a/ Montrer que Vy € }0, T [,Arctan (ﬂ) —Arctan(coty) = get que Vy € ]0, g [,

2 sin y
1 —cosy =Y .. ... .. . m
Arctan + Arctan(coty) = (indication : dériver les deux membres et évaluer en y:§).
sin y
t
b/ Soit y € }0, g [ En faisant le changement de variable © = tan —, calculer en fonction de y
Pintégrale / dat lle que Vt €], [, si u = tan -, alors sint = — ) et
i — | on rappelle que —m, |, si u = tan —, alors sint =
g o l4cosysint ppered 2 1+ u?
B dt Arccos
montrer a I’aide du a/ que Vz €|0, 1|, — = .
d v ] [ /0 1+ zsint \/W1—$2
o 2 dt < 1s
¢/ Calculer de méme, pour y € ]0, i [, I’intégrale / —— et montrer a 1’aide du a/ que
2 o 1l —rcosysint

s

2 dt T — Arccosz
Vx €10, 1], = )
z €0, [/0 1 —xsint V1— 22
dt

2
d/ En déduire que la fonction f : z — / ——— est définie et continue sur | —1, 1[. Montrer
1+ zsint

que I’intégrale / f(z)dz converge et la calculer.
-1



3. (5 points) On se propose de calculer les intégrales I:/1 o m et J:/1 o (0 jg; IR

Montrer que I et .J sont bien convergentes. En écrivant que — (z° +x+1) — = (20 +1)* = 1 (vérifier cette

égalité), calculer I a I’aide d’une intégration par parties. Enfin, calculer .J, en vérifiant d’abord I’égalité :
1 =2 1 2 +1 1 2z+41 1 1

= "4 —+ + SR —
2@ +x+1)?2 22 22+x+1 2@+x+1)?2 2@2+x+1)?

dxd
4. (5 points) Soit, pour 0 < ¢ < R, 'intégrale I = // %
D(e,R)={(z,y)€R? /e2<a?+y2<R2} T° + LY + Y

(D(g, R)est une couronne circulaire dans R?). Montrer, a I’aide d’un passage en coordonnées polaires,

R\ [* do
que [ = (In— / ——— . En déduire la valeur de [ en justifiant les égalités suivantes :
e)Jo l+sinfcost

/2” df B /47r s _, /27r s _, /27r ., /+°° du
o 1l+sinfcosd J, 2+4sins ~J, 24sins  f, 24cost ) o 3+u?

) t 1—u?
on rappelle que Vt €]—r, 7], si u = tan 2 alors cost = .

1+ u?

+o0
S. (5 points) Montrer que Vy € R / e~%sin 22y dz converge. A ’aide de deux intégrations par
0

2y
1+ 4y?

parties successives, montrer que cette intégrale a pour valeur

1 +00
Montrer que I’intégrale / dy / e~ " sin 2zy dx converge et la calculer. En déduire la valeur de
0 0

+00 202
- 2 _g ST PN e .. R
I’intégrale / e " dzx. Quel théoreme utilise-t-on ici et qu’est-ce qui justifie son utilisation ?
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