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1. (3 points)Montrer que lim
n�!+1

2n

r
(2n)!

n!nn
=

2
p
e

(prendre le logarithme et une somme de Riemann).

2. (3 points)Calculer l’intégrale
Z Z

fx2+y2�1g

(x� y)2

1 + x2 + y2
dxdy (passer en coordonn´ees polaires).

3. (4 points)Montrer que l’intégrale
Z

+1

0

p
xdx

1 + x2
converge et la calculer. On pourra poseru =

p
x

et utiliser la décomposition en ´eléments simples :
x
2

1 + x4
=

1

2
p
2

�
x

x2 � x

p
2 + 1

�
x

x2 + x

p
2 + 1

�
.

4. (5 points)Calculer l’intégrale
Z

+1

0

xe
x
dx

(1 + e
x)3

. (Indications : a/ int´egrer par parties pour faire disparaˆıtre

le x du numérateur ; b/ ´ecrire
dx

(1 + e
x)2

=
e
x
dx

e
x(1 + e

x)2
et faire le changement de variableu = e

x ; c/

décomposer en ´eléments simples la fraction rationnelle
1

u(1 + u)2
, i.e. l’écrire

a

u
+

b

1 + u
+

c

(1 + u)2
)

5. (5 points)Montrer que8y 2 R;
Z

+1

0

e
�x sin 2xy dx converge. A l’aide de deux int´egrations par

parties successives, montrer que cette int´egrale a pour valeur
2y

1 + 4y2
.

Montrer que l’intégrale
Z

1

0

dy

Z
+1

0

e
�x sin 2xy dx converge et la calculer. En d´eduire,à l’aide du

théorème de Fubini, la valeur de l’int´egrale
Z

+1

0

e
�x sin2 x

x
dx.

6. (5 points)Pour toutx 2] � 1; 1[, soit I(x) =

Z �

2

0

dt

1 + x sin t
. En faisant le changement de variable

u = tan
t

2
, exprimerI(x) en fonction dex à l’aide de la fonctionArc tan (on rappelle que siu = tan

t

2
,

alorssin t =
2u

1 + u2
). Montrer, en d´erivant les deux membres, l’´egalité valable pour toutx 2]� 1; 1[ :

Arc tan
x+ 1
p
1 � x2

� Arc tan
x

p
1� x2

=
1

2
Arc cosx et en déduire la valeur deI(x) en fonction dex.

Montrer que l’intégrale
Z

1

�1
I(x) dx converge et la calculer.
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1. ln
2n

r
(2n)!

n!nn
=

1

2n
ln

(2n)!

n!nn
=

1

2n
ln

(n+ 1) : : : 2n

nn
=

1

2n
ln

��
1 +

1

n

�
: : :

�
1 +

n

n

��

=
1

2n
ln

nY
k=1

�
1 +

k

n

�
=

1

2n

nX
k=1

ln

�
1 +

k

n

�
, ce qui est une somme de Riemann dont la limite pour

n �! +1 est
1

2
fois l’int égrale

Z
1

0

ln(1 + x)dx, ou encore l’intégrale
Z

2

1

lnxdx. Cette intégrale a

pour valeur[x lnx� x]
2

1
(puisqu’une primitive dex 7! lnx estx 7! x lnx � x, comme le montre une

intégration par parties), soit2 ln 2� 1.

Il en résulte que :ln lim
n�!+1

2n

r
(2n)!

n!nn
= lim

n�!+1
ln

2n

r
(2n)!

n!nn
=

1

2
(2 ln 2 � 1) = ln 2 �

1

2
= ln

2
p
e

, et

donc que lim
n�!+1

2n

r
(2n)!

n!nn
=

2
p
e

2.Passage en coordonn´ees polaires :
Z Z

fx2+y2�1g

(x� y)2

1 + x2 + y2
dxdy =

Z
2�

0

d�

Z
1

0

r
2(cos � � sin �)2

1 + r2
r dr

=

Z
2�

0

cos2
�
� +

�

4

�
d�

Z
1

0

r
3

1 + r2
dr =

1

2

Z
2�

0

h
1 + cos

�
2� +

�

2

�i
d� �

1

2

Z
1

0

�
1 �

1

1 + r2

�
d(r2)

= � �
1

2
[x� ln(1 + x)]1

0
=

�

2
(1� ln 2)

3. La fonction est d´efinie et continue surR+, il ne peut donc y avoir de probl`eme de convergence qu’en

+1. Mais sur[1;+1[,

p
x

1 + x2
� x

� 3

2 , et
Z

+1

1

x
� 3

2 dx < +1, donc l’intégrale converge. En utilisant

le changement de variable propos´e :
Z

+1

0

p
xdx

1 + x2
=

Z
+1

0

ud(u2)

1 + u4
= 2

Z
+1

0

u
2
du

1 + u4
= (d’après la

décomposition en ´eléments simples donn´ee)
1

2
p
2

�Z
+1

0

2u du

u2 � u

p
2 + 1

�
Z

+1

0

2u du

u2 + u

p
2 + 1

�

=
1

2
p
2

"Z
+1

0

(2u �
p
2) du

u2 � u

p
2 + 1

�
Z

+1

0

(2u+
p
2) du

u2 + u

p
2 + 1

+

Z
+1

0

p
2 du

u2 � u

p
2 + 1

+

Z
+1

0

p
2 du

u2 + u

p
2 + 1

#

=
1

2
p
2

"
ln

u
2 � u

p
2 + 1

u2 + u

p
2 + 1

#+1
0

+
1

2

Z
+1

0

du�
u�

p
2

2

�2
+
�p

2

2

�2 +
1

2

Z
+1

0

du�
u+

p
2

2

�2
+
�p

2

2

�2
= 0+

p
2

2

"
Arc tan

 
u�

p
2

2p
2

2

!#+1
0

+

p
2

2

"
Arc tan

 
u+

p
2

2p
2

2

!#+1
0

=

p
2

2

h
�

2
+

�

4
+

�

2
�

�

4

i
=

�

p
2
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4. L’int égrale converge, car pourx �! +1,
xe

x

(1 + ex)3
estéquivalentàxe

�2x et
Z

+1

0

xe
�2x

dx

= �
1

2

�
xe

�2x�+1
0

+
1

2

Z
+1

0

e
�2x

dx = �
1

4

�
e
�2x�+1

0
=

1

4
< +1. On peut donc la calculer :Z

+1

0

xe
x
dx

(1 + e
x)3

= �
1

2

Z
+1

0

x d

�
1

(1 + ex)2

�
= �

1

2

�
x

(1 + ex)2

�+1
0

+
1

2

Z
+1

0

dx

(1 + e
x)2



=
1

2

Z
+1

0

e
x
dx

e
x(1 + e

x)2
= (en posantu = e

x)
1

2

Z
+1

1

du

u(1 + u)2
.

Décomposons alors la fraction rationnelle
1

u(1 + u)2
enéléments simples :

1

u(1 + u)2
=

a

u
+

b

1 + u
+

c

(1 + u)2
. Par identification en0 (après multiplication paru), �1 (après

multiplication par(1+u)2) et+1 après multiplication par1+u), on obtienta = 1; c = �1; a+ b = 0,

soit
1

u(1 + u)2
=

1

u
�

1

1 + u
�

1

(1 + u)2
, d’où :

Z
+1

1

du

u(1 + u)2
=

�
ln

u

1 + u

�+1
1

+

�
1

1 + u

�+1
1

= ln 2�
1

2
et finalement

Z
+1

0

xe
x
dx

(1 + e
x)3

dx =
1

2

�
ln 2 �

1

2

�

5. 8y 2 R ;

����
Z

+1

0

e
�x sin 2xy dx

���� �
Z

+1

0

��e�x sin 2xy�� dx � Z +1

0

e
�x

dx = 1 < +1, donc8y 2 R ,

cette intégrale est convergente.Z
+1

0

e
�x sin 2xy dx = �

Z
+1

0

sin 2xy d(e�x) = �
�
e
�x sin 2xy

�+1
0

+

Z
+1

0

2ye�x cos 2xy dx

= 2y

Z
+1

0

e
�x cos 2xy dx = �2y

Z
+1

0

cos 2xy d(e�x)

= �2y
�
e
�x cos 2xy

�+1
0
� 2y

Z
+1

0

e
�x2y sin 2xy dx = 2y � 4y2

Z
+1

0

e
�x sin 2xy dx, d’où

(1 + 4y2)

Z
+1

0

e
�x sin 2xy dx = 2y , i.e. finalement

Z
+1

0

e
�x sin 2xy dx =

2y

1 + 4y2
. On en déduit le

calcul de l’intégrale double :
Z

1

0

dy

Z
+1

0

e
�x sin 2xy dx =

Z
1

0

2y dy

1 + 4y2
=

1

4

�
ln(1 + 4y2)

�1
0
=

1

4
ln 5.

Enfin, comme
Z

1

0

dy

Z
+1

0

��e�x sin 2xy�� dx � Z
1

0

dy

Z
+1

0

e
�x

dx = 1 < +1, on peut appliquer le

théorème de Fubini et ´ecrire, en permutant les int´egrations par rapport `ax et par rapport `ay :
1

4
ln 5 =

Z
1

0

dy

Z
+1

0

e
�x sin 2xy dx =

Z
+1

0

e
�x

dx

Z
1

0

sin 2xy dy =

Z
+1

0

e
�x

dx

Z
1

0

2 sin xy cos xy dy.

Or
Z

1

0

2 sin xy cos xy dy =
1

x

Z
y=1

y=0

d (sin2 xy) =
sin2 x

x
, donc

Z
+1

0

e
�x sin

2
x

x
dx =

1

4
ln 5.

6. Pour toutx 2] � 1; 1[ et tout t 2
h
0 ;

�

2

i
, en posantu = tan

t

2
, i.e. t = 2Arc tan u , on obtient :

I(x) =

Z �

2

0

dt

1 + x sin t
=

Z
u=1

u=0

d (2Arc tan u)

1 + x
2u

1 + u2

= 2

Z
1

0

du

1 + u2 + 2xu
= 2

Z
1

0

du

(u+ x)2 + 1� x2

=
2

p
1 � x2

�
Arc tan

�
u+ x
p
1� x2

��
u=1

u=0

=
2

p
1 � x2

�
Arc tan

1 + x
p
1 � x2

�Arc tan
x

p
1� x2

�
.

Or en dérivant par rapport `ax la quantité entre crochets, on obtient :�
Arc tan

1 + x
p
1 � x2

�Arc tan
x

p
1� x2

�0
=

1
p
1� x2

1 � x
2 + x(x+ 1)

1 � x2 + (x+ 1)2
�

1
p
1 � x2

1 � x
2 + x

2

1 � x2 + x2

=
1

p
1� x2

�
1 + x

2 + 2x
� 1

�
= �

1

2

1
p
1� x2

=

�
1

2
Arc cos x

�0
, donc la quantit´e entre crochets ne

diff ère de
1

2
Arc cos x que par une constante sur l’intervalle] � 1; 1[, et en faisantx = 0, on obtient

Arc tan 1 �Arc tan 0 =
1

2
Arc cos 0 + Cte , donc la constante est nulle, et on a bien :

8x 2]� 1; 1[ ;Arc tan
x+ 1
p
1� x2

�Arc tan
x

p
1� x2

=
1

2
Arc cosx.



On en déduit queI(x) =
Arc cos x
p
1� x2

. Comme le num´erateurArccos x est borné, l’intégrale impropreZ
1

�1
I(x) dx =

Z
1

�1

Arccos x
p
1� x2

dx est convergente comme
Z

1

�1

dx
p
1� x2

= Arc sin 1 �Arc sin(�1) = �,

et sa valeur est :
Z

1

�1
I(x) dx = �

1

2

�
(Arc cosx)2

�1
�1 =

�

2


