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. anf (20)! 2 . .
1. (3 points)Montrer que lim (2n) = — (prendre le logarithme et une somme de Riemann).
n—s4oo nln™ /e

Ry
2. (3 points)Calculer I’imégrale// %dxdy (passer en coordoers polaires).
w24y2<1} 1—|—$ —I-y

oo Vadx
1

72

3. (4 points) Montrer que I’inégrale/

0

converge et la calculer. On pourra poser= /=

x? 1 z z
et utiliser la &composition erléments simples- = — )
P P IT+at 22 |22 —av2+1 224 2v2+41

+ oo x d
4. (5 points)Calculer I’imégrale/ (fi 5)3 . (Indications : a/ ikgrer par parties pour faire dispdra”
0 €
e’ dx

dr B
(1_|_€x)2 - ex(l—l—ex)Q

1 a b c
décomposer erléments simples la fraction rationnell?—, i.e. I'ecrire— + +
u(l + u)? v 14w (14 u)?

le  du nun€rateur ; bfecrire et faire le changement de variahle= ¢ ; c/

)

+oo
5. (5 points) Montrer queVy € R, / e~ sin 2zy dx converge. A l'aide de deux iagrations par
0

. . . 2
parties successives, montrer que cettegnlle a pour vale%.
Y

1 +o0
Montrer que I’in'égrale/ dy/ e~ sin 2zy dx converge et la calculer. Ereduire,a I'aide du
0 0

. . - T ginfg
théoreme de Fubini, la valeur de l'iagrale e " dzx.
0 x
. . 5t . .
6. (5 points)Pour toutz €] — 1, 1], soit/(x) = / TFosnt En faisant le changement de variable
0 2 sin

t . . s . . t
u = tan 3 exprimer/(x) en fonction der a I'aide de la fonctiomrc tan (on rappelle que si = tan 3

2 . i
alorssint = —— -)- Montrer, en @fivant les deux membresetjali€ valable pour tout €] — 1, 1[:
U
1 1 iy .
Arctan——— _ Arctan———— — ~Arccosx et en aiduire la valeur dd(x) en fonction dex.
V91— a2 1 —2? 2

1

Montrer que I’ine'grale/ I(x) dx converge et la calculer.
-1
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1In % @:iln@:ilnw:iln{<l—l—l>...<l+z>}

nlnn 2n  nlnn 2n n" 2n

1 - k 1 & k
= —1 14 =) = — In{ 14 — ), ce qui est une somme de Riemann dont la limite pour
2nnU<+n> Zn;n<+n> g P

1, ! . ? -
n — 400 est§ fois I’mtegrale/ In(1 + z)dz, ou encore I’mdagrale/ In xdx. Cette in€grale a
0 1

pour valeurz In z — :z;]f (puisqu’une primitive de — Inx estz — xInx — x, comme le montre une
intégration par parties), saitin 2 — 1

Il en résulte quein lim 2\/ n) 2\/ n) 21 2—-1)=1In2— = = In——, et
n—+co  { nln” ——>+oo nln” 2 Ve

donc que i o/ 2n)!
1m =
a n—+oo \ nlnn \/E

rdr

— o 2
2. Passageencoordomspolalres// (z —y)* d:z;dy_/ db *(cos 0 — sin0)

, ) {l,2_|_y2<21}1—|-$ —I-y / 1—|—T2

e 3 e

_ 2 T r _ 1 i 1 . 2
_/0 cos <(9—|—4>d(9/0 1+r2dr—2/0 {1—|—COS<2(9—|—2>} d(9><2/0 (1 1—|—r2> d(r?)

1
—7T><§[$—1H(1—|-$)] 2(1—1n2)

3. La fonction est dfinie et continue suR ., il ne peut donc y avoir de prodie de convergence qu’en
NZ
14 22

1
) . +oo d +oo d 2 +oo zd
le changement de variable propos/ Vrdz = / ud(v’) = 2/ “ = (d’'apres la
0 1+ 22 0 14+ ut 0 14+ ut

décomposition eeléments simples doneme)L {/Jroo _Zudw /+Oo %]

) 2v2 Lo w?—uv2+1  Jo u?+uv2+1
:L /+°° (2u—\/§)du_/+°° (2u—|—\/§)du+/+°° V2 du +/+°° V2 du
2\/5_0 u? —uy/2 + 1 o urduv241 o ul—uy2+41 o urduy241

= +
1 uz—uﬂ—l—l

= In

22 uz—l—uﬂ—l—l

A u—
rctan i

+ oo
+o0. Mais surfl, +ocf, <277, et/ z”2dr < +oo, donc l'intégrale converge. En utilisant

I du 1free du
L@ @

2

+oo

V2 e (1 _Q{Eﬂﬂ_q V2
2 g N 2 42 4

xr

2
e

0 0

+ oo
4. L'int'egrale converge, car pour—; +oc, % estéquivalenze™** et/ re * dx
e’ 0
__! [we™27] 7 4 l/Jroo Ry — [e722] 7% = Lo f.on peut donc la calculer:
2 0 2 4 0 4 ' '

/+°° ze® dx 1 /+°° J 1 1 x +oo N 1 /+°° dx
—— T - = _ .
0 (1+ 61’)3 2 Jo (14 e¥)? 2 [(14e%)2], 2 Jo (1+ 695)2



Y e’ dx 1 [t du
== — " = (enposant = ¢) = —
o € 2/, wu(l

2 L+ e%) (1+ u)2'
1
Décomposons alors la fraction rationnelrlf— enéléments simples :
b u(l + u)? P
1 a b c ) e . C .
= — 4+ + . Par identification e (apres multiplication par:), —1 (apes

u(l + u)? U L+u (1 +u)?
multiplication par(1 + «)?) et+oco apes multiplication pat + ), on obtientt = 1, ¢ = —1, a +b = 0,

. 1 1 1 1 [T du u 1t I
sot——— = — — — ,dOU: — = |In +
uw(l+u)?2 uw 14w (1+u)? 1 u(l + u)? L4+ul, L4ul,

1 ) Foo “d 1 1
=1n2— = et flnalemen'y _re ar :1;3 de == |ln2 — =
2 0 (1 —I‘ ex) 2 2

+ oo
5.Vye R, / e ¥ sin2zy dx

0
cette inEgrale est convergente.
400 +oo +oo
/ e ¥ sin2zydr = — / sin2zy d(e™) = — [e_l’ sin Qxy] ;_Oo + / 2ye™" cos 2xy dx
0 0 0

+ oo + oo
= 2y/ e~ cos 2zy dr = —2y/ cos 2zy d(e™™)
0 0

+0 teo
= 2y [e_l’ cos ny]g—oo — 2y/ e 2y sin 2xy dz = 2y — 4y* / e~ sin 2zy dzv, d'ou
0 0

+o0 teo
< / ‘e_l’ sin2:1;y‘ dr < / e “dr =1 < 4o0,doncVy € R,
0 0

Y . On en d&duit le
1+ 4y?

1 1
[ln(l + 4y2)]0 = Zln 5.

+ oo + oo
(1+ 4y2)/ e ¥ sin2zydr = 2y, i.€e. finalement/ e~ ¥ sin2zy dv =
0 0

2ydy 1
1+4y2 4

1 +o0 1
calcul de I'inégrale double/ dy / e~ ¥ sin2zy dr = /
0

+ oo + oo
Enfin, comme/ dy/ |e™" sin 22y dz < / dy/ e "dr = 1 < 400, On peut appliquer le
the0|eme de Fublnl eeCrire, en permutant les ggrations par rappoétz et par rapporay :

400 +oo 1 +oo 1
—1n5 = / dy/ e ¥ sin2zy dr = / e " d:z;/ sin 2zy dy = / e’ d:z;/ 2sin xy cos xy dy.
4 0 0 0 0 0 0

1 =1 ) 400 . 92
1 [Y 1
OI’/ 2sin xy cos vy dy = —/ d(sin® ry) = M , donc/ e T g — Zln5.
0 y T 0

z J,—o x

t . .
6. Pour toutz €] — 1, 1] et tout? € {075’ en posant = tanﬁ, i.e.t = 2Arctanu, On obtient:

s

[(:1;):/5 dt :/“:ld(ZArctanu):Q/l du :2/1 du
o l+asint w—0 2u o 1+ u?+2zu o (u+a)2+1—a?

1+ u?

2 {A ; ( U+ x )]u ! 2 {A ; 1+ Arct z ]
= ——— |Arctan | —— = ——— |Arctan —— — Arctan ——|.
V1 — 22 V1—22/1,=2qg VI1—22 V1 —a? V1 — x?

Or en dErivant par rappor x la quanti€ entre crochets, on obtient :

14+ a x ! 1 l—a*+z(x+1) 1 1 — 2% 4+ 22
Arctan ———— — Arctan ——— | = > = > >
V1—a? V1—a? VI—g?2l =2+ (z+1) V-2l -2+
= 71 1+ 1) = ! 71 = 1A / donc la quantd”entre crochets ne
= —— \31 00 = SN = 5 rccosx | o, q

differe de§Arc cos x que par une constante sur l'intervalle- 1, 1], et en faisant: = 0, on obtient

1 .
Arctanl — Arctan 0 = §Arc cos 0 4+ Cte, donc la constante est nulle, et on a bien:

1
Ve €] — 1,1[, Arc tan——— — Arctan——= = —Arccos z.

\/7 \/7 2



Arccoszx

On en @&duit que/(z) = . Comme le nurafateurArccos x est bor, I'intégrale impropre

VI1—a?
/1 I(x)d 1Arccomcl est convergente comm R Arcsinl — Arcsin(—1)
T r = —F— ax — = resin L — Arcsinl — = m,
-1 -1 VI1—2a? 1 V1 —a?
1

et sa valeurestf I(z)dx = —% [(AI’C COS?I/')QF_ =

T
) _
—1 2




