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Examen partiel du 16 décembre 2003

1. (6 points) Calculer les limites des sommes de Riemann :

a/ lim
n�!+1

1

n

k=nX
k=1

n
3

n3 + k3
(on donne :

1

1 + x3
=

1

3

1

1 + x
�

1

6

2x� 1

x2 � x+ 1
+

1

2

1�
x� 1

2

�2
+
�p

3

2

�2 );

b/ lim
n�!+1

1

n

k=nX
k=1

k�

2n
sin

k�

2n
(intégration par parties).

2. (8 points) Calculer une primitive pour chacune des quatre fonctions suivantes, d´efinies sur[�1; 1] :

a/x 7! Arccos x ; b/x 7!
p
1 � x2 ; c/ x 7! xArc sinx ; d/ x 7!

r
Arc cosx

1 � x2
.

Calculer la valeur moyenne sur[�1; 1] de chacune de ces quatre fonctions.
(N.B. : la dernière fonction n’est pas d´efinie aux bornes, mais sa primitive (n’importe laquelle) l’est, et
l’int égrale sur[�1; 1] -intégrale impropre- a bien un sens.)

3. (3 points) Calculer lim
h�!0

1

h

Z
1+h

1

x
2

(1 + x2)2
Arc tan x dx (on ne cherchera pas `a calculer de primitive).

4. (3 points) Calculer l’intégrale
Z

1

0

x
2

(1 + x2)2
dx (en écrivant que

x
2

(1 + x2)2
= �

1

2
x:

�2x
(1 + x2)2

et

en intégrant par parties).

5. (4 points) On considère l’équation différentielle :y 0 + 3y = e
�t cos t (1)

a/ On cherche les solutions sous la formey(t) = z(t)e�3t (N.B. s’il y avait 0 à la place dee�t cos t, il
est facile de v´erifier que ce serait la forme g´enérale de la solution de(1), avecz = Cte). Montrer que

z
0
e
�3t = e

�t cos t et en déduire quez =

Z
e
2t cos t dt.

b/ Calculer la primitive la plus g´enérale det 7! e
2t cos t et en déduire la solution g´enérale de(1).
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1. a/ lim
n�!+1

1

n
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k=1

n
3

n3 + k3
= lim

n�!+1

1
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�
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n

�3
(limite d’une somme de Riemann)

=

Z
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0

dx

1 + x3
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Z
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1
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Z
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Z
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x� 1

2

�2
+
�p

3

2

�2

=
1

3
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1
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�
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0
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1

2

2
p
3

�
Arc tan

2x� 1
p
3

�1
0

=
1

3
ln 2 +

�

3
p
3

b/ lim
n�!+1

1

n

k=nX
k=1

k�

2n
sin

k�

2n
=

2

�
lim

n�!+1

�

2n

k=nX
k=1

k�

2n
sin

k�

2n
(limite d’une somme de Riemann)

=
2

�

Z �

2

0

x sinx dx =
2

�
[�x cosx]

�

2

0 +
2

�

Z �

2

0

cosx dx =
2

�
[sinx� x cos x]

�

2

0 =
2

�

2. a/
Z

Arc cosx dx = xArccos x+

Z
x dx

p
1 � x2

= xArccosx�
p
1� x2 + Cte

b/
Z p

1� x2 dx = x

p
1� x2 +

Z
x
2

p
1 � x2

= x

p
1� x2 �

Z
1� x

2

p
1� x2

dx+

Z
dx

p
1� x2

, soit :

2

Z p
1 � x2 dx = x

p
1 � x2+Arc sin x+ Cte, i.e.

Z p
1 � x2 dx =

1

2

�
x

p
1� x2 +Arc sinx

�
+Cte

ou encore, par un changement de variable : siu = Arc sinx : alorsx = sinu et
p
1� x2 = cos u�

comme u = Arc sinx ; �
�

2
� u �

�

2
;donc cos u � 0

�
etdx = cos u du, donc :Z p

1�x2 dx=

Z
cos2 u du=

1

2

Z
(1+cos 2u) du=

1

2

�
u+

1

2
sin 2u

�
+Cte=

1

2
(u+ sinu cos u)+Cte

=
1

2

�
Arc sinx+ x

p
1� x2

�
+Cte.

c/
Z

xArc sinx dx =
1

2

Z
Arc sinx d(x2) =

1

2
x
2Arc sinx�

1

2

Z
x
2
dx

p
1� x2

=
1

2
x
2Arc sinx+

1

2

Z
(1� x

2) dx
p
1 � x2

�
1

2

Z
dx

p
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=
1

2
(x2 � 1)Arc sinx+

1

2

Z p
1� x2 dx

=
1

2
(x2 � 1)Arc sinx+

1

4

�
x

p
1� x2 +Arc sinx

�
+Cte (d’après le b/)

=
1

2

�
x
2 �

1

2

�
Arc sinx+

1

4
x

p
1� x2 + Cte.

d/ Siu = Arccos x :
Z r

Arccos x

1� x2
dx = �

Z p
u du = �

2

3
u

3

2 + Cte = �
2

3
(Arc cos x)

3

2 + Cte.

Valeur moyenne de ces 4 fonctions sur[�1; 1] :

a/
1
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Z
1

�1
Arc cosx dx =

1

2

h
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p
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i1
�1

=
�

2
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1

2

Z
1

�1

p
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1

4

h
x

p
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=
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4
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Z
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�
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d/
1

2

Z
1

�1

r
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1� x2
dx =
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3

h
� (Arc cos x)
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=
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3
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p
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3
.

3. D’après la formule fondamentale du calcul int´egral (i.e.F (b) � F (a) =

Z
b

a

F
0(t) dt), si F est une

primitive de la fonction sous le signe
R

, lim
h�!0

1

h

Z
1+h

1

x
2

(1 + x2)2
Arc tan x dx = lim

h�!0

F (1 + h)� F (h)

h

est la dérivée en1 deF , c’est-à-dire la valeur en1 de la fonction F’, fonction sous le signe
R

:
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Z
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4
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4
=

�
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4.
Z
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Z
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5. a/ Dey(t) = z(t)e�3t on tire en dérivant :e�t cos t = y
0 + 3y = z

0
e
�3t � 3ze�3t + 3ze�3t = z

0
e
�3t,

d’où z
0(t) = e

2t cos t, i.e. en intégrant :z(t) =
Z

e
2t cos t dt + Cte.

b/ On fait une double int´egration par parties :
Z

e
2t cos t dt =

Z
e
2t
d(sin t) = e

2t sin t� 2

Z
e
2t sin t dt

= e
2t sin t+2

Z
e
2t
d(cos t) = e

2t sin t+2e2t cos t�4
Z

e
2t cos t dt, d’où en regroupant les

Z
e
2t cos t dt :

5

Z
e
2t cos t dt = e

2t(sin t+ 2 cos t) + Cte, etz(t) =
Z

e
2t cos t dt =

1

5
e
2t(sin t+ 2 cos t) + Cte. On

en déduit la solution g´enérale de l’équation(1) : y = z(t)e�3t =
1

5
e
�t(sin t + 2 cos t) + �e

�3t (où � est

une constante r´eelle quelconque).


