UNIVERSIT E PARIS VIII INTRODUCTION AUX MATHEMATIQ UES GENERALES
DEUG MASS/MIAS 1999-2000

Examenpartiel du 16 déecembie 1999

1. (4 points) En notant€ I'ensembledesétudiantsS I'ensembledesjours de la semainegt, pour
toutepersonne, h;(x) sonheurederéweil le jour j, écrireavecdessymbolegnattematiquesdapés
(v, 3, €, etc.)la propositiont “Tout étudiantseréweille aumoinsun jour dela semaineavant8 h”
Prendreaveclesmémessymboleda négationde cettepropositionet I’ énoncerenfrancais.

2. (4 points) a/ x étantun réel positif et n un entiernaturelnonnul, démontremar récurrencesurn
que: (1 +z)" > 1+ nx + 5(n — 1)%2% ; b/ Démontrercetteinégalité a I'aide de de la formule du
bindbme.

3. (4 points) SoitI'ensemblef; = {0, 1, 2, 3,4} (ensembleletouslesrestegpossibleglanda division
euclidiennepar5), muni desopérationsde compositioninternef etx ainsidéfinies:

z Ty = le restedansla divisioneuclidiennede z + y par5
x * y = le restedansla division euclidiennedex x y par5

Dressetestablesdeslois t dansFs etx dansF; = Fs \ {0} = {1, 2, 3, 4}. Enadmettantjuecesdeux
lois sontassociatieset la deuxiemedistributive surla premire(N.B. : celarésultede 'associatvité
de + et x etde la distributivité de x sur+ dansN, maison ne demandepasici de le démontrer),
vérifier surcestablesque(Fs, f, x) estun corpscommutatif.

4. (4 points) Soientles nombrescomplexesu = 1 + iv/3 etv = 2 + 2i. Mettre sousforme expo-
. . L, - u u Lo -
nentielle(=trigononétrique)lesnombres u, v, — etuv. Donner— etuwv sousformealgébriqueeten
v v
e

Ly T . , T LT 7T .
déduirel’'expressiom 'aide deracinescaréesde cos 2 etsin 17’ etdecos D) etsin 1

5. (4 points) RésoudredansC I' équatiorenz: 22 — (3 +4)z+4+3i =0

6. (4 points) RésoudredansC I’ équatiorenz : 22 — z +1 = 0 (onexprimeralessolutionsal'aide des

V3 1 V3

racinescubiquedel’unitéj = -3 —HT ety = 5~ 27). Utiliser lesracinegrouvéespourdeé-

terminerle restedanda divisioneuclidiennedu polyndmeP = (X% — X504 X184+ X4 4 X2 4 1)199
parX? — X + 1.




UNIVERSIT E PARIS VIII INTRODUCTION AUX MATHEMATIQ UES GENERALES
DEUG MASS/MIAS 1999-2000

Corrig € de I'examen partiel du 16 decembie 1999

1. La propositionpeuts’écrireainsi: Vo € £, 3j € S / h;(z) < 8.
Sanégations’endéduitimmédiatementc’est: 3z € £/ Vj € S, h;(z) > 8. Cequi peuts’&noncer
ainsienfrancais: “Il existeaumoinsun étudiantqui, quelquesoitle jour dela semaineneseréveille
jamaisavant8 h’”

2.a/Parrécurrencesurn : (1. initialisationan = 1:) pourn = 1, la propositiona demontrers’écrit:
1+ x > 1+ z, cequiestvrai; (2.incrémentatiorden an + 1:) sila propositionestvraieaurangn,
i.e.si(l+a2)">1+nz+ 5(n—1)%? alors:

(I+z)"™">1+z)(I+nz+i(n—1)%?) =1+nz+i(n— 122" +z+nz’ +1(n—-1)%* =
14+ (n+1)z+na?+ 1(n—1)%2 + L(n — 1)%3;

maisnz? + 3(n — 1)%2? = jna? + 1a? > in’z? eti(n — 1)%2® > 0, donc:

(1+2)" > 14 (n+ 1)z + 4n’z?, i.e.la propositionestvraie aussiaurangn + 1; doncelle est
vraiepourtoutn > 1.

b/ plusdirectementla formule du binbmes’écritici :

(14 2)" =1+ nz + 3n(n — 1)z>+ [unequantié positve] > 1+ nz + £ (n — 1)2z%, d’oli le résultat.
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3. Lestablesdemané&ess’écriventainsi: et 212141113
2121314101
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On constatesur cestables,si I'on admetl’associatvité deslois 1 et x dansFs, que (Fs, 1) estun
groupecommutatif(symétrie par rapporta la diagonale)d’ élémentneutre0, puisquetout élementa
unoppo®: 010 =0,114=0,2713 =0, etque(FZ, x) estégalementun groupecommutatif
(d’élementneutrel), puisquetout élémentnonnulauninverse 1x1 =1,2x3 =1,4x4 = 1.1l
resteraitdoncencorea vérifier (on 'admet) quela loi x estdistributive sur{ pourobtenirquel; est
bien un anneawanslequeltout €lementnon nul a un inversepour x, c’esta-dire un corps,qui est
d’ailleurscommutatif.

(Si'on neveutpassecontenterd“admettre”, demontrongpar exemplel'associatvité de f : soientt etu € Fy telsque
Ty =tettfz = u,dunepart,etv etw € F; telsquey t z = v etz T v = u, d'autrepart. Il faut, pourdémontrer
l'associatvité det, vérifierqueuw = w. Orona: z +y = 5k +t ett + z = 51 + u, pourun certaink etun certainl entiers,
dou:z+y+2z=>5Fk+1)+u;etdeméme y + z = 5m + v etz + v = 5n + w, pourun certainm etun certainn
entiers,d'ou: z + y + z = 5(m + n) + w. L'unicité du restedansla division euclidiennede z + y + z par5 implique
queu = w, cequ’il fallait demontrerOn obtiendraitde mémel'associatvité dex etla distributivité de x surf danslFs a



partir desmémespropriétespour + et x dansN.)
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4.0na:u =27 ety = 2v/2e7, dol 4 ) = ge% etuv = 4y/2e7G+1) = 4\/2e 15

u_1+iv3 _ (1+¢\/§)(2—U2¢) 24 2V3+i0(-242v3)  1+V3+i(—-1+V3)
8

V2 im
e

Comme- = —
v 24+ 2 8 4

etuv = 2 — 2v/3 + i(2 + 2v/3), on endéduitparidentificationdespartiesréellesde Y etuv d'une
v
part,etdeleurspartiesimaginaired’autrepart,que:

m_ VeV o VE-V2 T V6 V2 T VB V2

— = — ; — = , cesdeux
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derneresrelationspouvantd’ailleurss’obtenira partir desdeuxpremeres,pwsqueﬁ =3 + 2 et
™ . ., T
quecos(§ +a)=—sina etsm(§ + @) = cos a.
5. L’équationa pour discriminant A = (3 +14)® — 4(4 + 3i) = —8 — 64. Il fautdonccalculerles

deuxracinesa + ib de A, qui sontdétermireespar (a + ib)? = —8 — 64, d’oll a> —b? =Re(A) = -8,
a’+b*=|A|=v8% + 62 = 10, avecab < 0, soit: a®> = 1 etbh? = 9, aveca etb designescontraires.
Ontrouvea + ib = 1 — 35 ou —1 + 34, d’ou lessolutionsde’ équatioren z :
z1=308+i+1-3i))=2—ietz,=13+i—1+3i)=1+2.

6. Puisquej? + 5 + 1 = 0 (5 et 52 étantdesracinescubiquesdel’'unité differentesle1), ona:
(=)= (=) +1=72+j+1=0et(—j*)? - (—j)+1=37+52+1=0,i.e.—j et—j2 sontles
deuxracinesdel’ équationz? — z + 1 = 0. Sion calculealors P(—j) et P(—j?), on obtient,compte
tenudej® = 1:

P(=j) = ((=3)" = (=)* + (=) + (=)' + (=) + D = (-1 -2+ 1+ + 7+ 1) =
(_j2)1999 — _j2

P(=7%) = ((<3)% = (=72 (=34 (72) (=3 4 1)1 = (1= + 144 4+1) ™ =
()% = ~j

Or si la division euclidiennede P par X% — X + 1 apourresteaX + b (eneffet, X2 + X + 1 étant
dedegré 2, le resteestdedegré auplusl), elles’écrit: P = (X2 + X +1)Q + aX + b, d’oU:

—aj +b=P(-j) =—j°

—aj*+b=P(=j%) = —j

En faisantla difference,on obtient: a(j2 — j) = j — 7%, soita = —1, et enfaisantla somme
a(—j — j%) +2b = —j% — j, soita + 2b =1, d’ou b = 1. Le restechercte estdonc—X + 1.



