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1. (4 points) En notant � l’ensembledesétudiants,� l’ensembledesjours de la semaine,et, pour
toutepersonne� , �����	��
 sonheurederéveil le jour � , écrireavecdessymbolesmath́ematiquesadapt́es
(
 , � , � , etc.)la proposition: “Tout étudiantseréveille aumoinsun jour dela semaineavant8 h.”
Prendreaveclesmêmessymbolesla négationdecettepropositionet l’ énoncerenfrançais.

2. (4 points) a/ � étantun réelpositif et � un entiernaturelnonnul, démontrerpar récurrencesur �
que: ��������
�������������� �� �	� �!�"
�#���# ; b/ Démontrercetteinégalité à l’aide dede la formuledu

binôme.

3.(4points) Soitl’ensemble$�%'&)(�*,+-�.+ � +0/1+32,4 (ensembledetouslesrestespossiblesdansladivision
euclidiennepar5), muni desopérationsdecompositioninterne 5 et 6 ainsidéfinies:

�7598:& le restedansla divisioneuclidiennede �:�;8 par5
�'6<8:& le restedansla divisioneuclidiennede � = 8 par5

Dresserlestablesdeslois 5 dans$�% et 6 dans$?>% &�$�%A@B(�*14C&)(��.+ � +0/,+32,4 . Enadmettantquecesdeux
lois sontassociativeset la deuxìemedistributivesurla premìere(N.B. : celarésultedel’associativité
de � et = et de la distributivité de = sur � dans D , maison ne demandepasici de le démontrer),
vérifier surcestablesque �E$�%�+F5G+�6H
 estuncorpscommutatif.

4. (4 points) Soientles nombrescomplexes IJ&K���MLON / et PQ& � � � L . Mettre sousforme expo-

nentielle(=trigonoḿetrique)lesnombres: I , P , I P et IRP . Donner
I
P et IRP sousformealgébriqueet en

déduirel’expressioǹa l’aide deracinescarŕeesde SUT.V�W� � et V�XZY[W� � , et de S-T\V
]
W� � et V�XZY

]
W� � .

5. (4 points) Résoudredanŝ l’ équationen _ : _ # ���`/��JLa
�_b�J2b�c/dL9&M*
6. (4 points) Résoudredanŝ l’ équationen _ : _ # �e_f�g�C&M* (onexprimeralessolutionsà l’aide des

racinescubiquesdel’unit é �h&i� �� �gL N /� et � # &i� �� � L N /� ). Utiliser lesracinestrouvéespourdé-

terminerle restedansla divisioneuclidiennedupolynôme jk&l�	m n�n,�hm %ao �pmrq	st�pm u��pm # �v�G
0q	n�n�n
par m # �wmx�M� .
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1. La propositionpeuts’écrireainsi: 
��v�v�y+z�d���{�}|7�t�G�	��
�~[� .
Sanégations’endéduit immédiatement,c’est: �����w��|�
,� �r�b+<�t���	��
C�i� . Cequi peuts’énoncer
ainsienfrançais: “Il existeaumoinsunétudiantqui, quelquesoit le jour dela semaine,neseréveille
jamaisavant8 h.”

2. a/ Par récurrencesur � : (1. initialisationà �v&�� :) pour �v&�� , la propositionà démontrers’écrit:
���r� �k�f�w� , cequi estvrai ; (2. incrémentationde � à ����� :) si la propositionestvraieaurang � ,
i.e. si ���y����
 � �k�y�J���:� q# �	���[�G
 # � # , alors:
�����Q��
��"��q��)���f�Q��
��0���;���h� q# ���e���"
 # � #3� &)���r����� q# ���7�c�G
 # � # �Q���r��� # � q# ���7�c�"
 # �R��&���M���7���G
O���J��� # � q# �	���[�G
 # � # � q# �����[�G
 # � � ;mais ��� # � q# �	�e���G
 # � # & q# � # � # � q# � # � q# � # � # , et q# �	���[�G
 # � � ��* , donc:
��������
��"��q<�����k�	���!�G
��p� q# � # � # , i.e. la propositionestvraieaussiaurang ���!� ; doncelle est
vraiepourtout ���k� .
b/ plusdirectement,la formuledubinômes’écrit ici :
�����g��
 � &)�f������� q# �f�	�p���G
�� # � [unequantit́epositive] �k���Q���z� q# �	�7���"
 # � # , d’où le résultat.

3. Lestablesdemand́eess’écriventainsi:

5 * � � / 2
* * � � / 2
� � � / 2 *� � / 2 * �
/ / 2 * � �
2 2 * � � /

et

6 � � / 2
� � � / 2� � 2 � /
/ / � 2 �
2 2 / � �

On constatesur cestables,si l’on admetl’associativité deslois 5 et 6 dans $�% , que( $�% , 5 ) estun
groupecommutatif(symétriepar rapportà la diagonale)d’élémentneutre* , puisquetout élémenta
un oppośe: *:5�*w&�* , ��5�2�&�* , � 5�/w&�* , et que( $��% , 6 ) est égalementun groupecommutatif
(d’élémentneutre � ), puisquetout élémentnonnul a un inverse: �f6p�h&x� , � 6�/�&x� , 2�6�2�&x� . Il
resteraitdoncencoreà vérifier (on l’admet)quela loi 6 estdistributivesur 5 pourobtenirque $�% est
bien un anneaudanslequeltout élémentnon nul a un inversepour 6 , c’est-̀a-direun corps,qui est
d’ailleurscommutatif.
(Si l’on neveutpassecontenterd’“admettre”,démontronsparexemplel’associativité de � : soient � et �7����� telsque� �R�< g� et �,��¡' g� , d’unepart,et ¢ et £;���G� telsque �y��¡b �¢ et � �R¢C g� , d’autrepart. Il faut,pourdémontrer

l’associativitéde � , vérifierque �b e£ . Or ona: �B¤ �� {¥F¦ ¤ � et � ¤ ¡§ {¥F¨ ¤ � , pouruncertain¦ etuncertain̈ entiers,

d’où: ��¤ � ¤ ¡� ©¥"ª«¦ ¤ ¨Z¬ ¤ � ; et demême: � ¤ ¡� g¥0­ ¤ ¢ et ��¤ ¢b �¥0® ¤ £ , pourun certain ­ et un certain ®
entiers,d’où: ��¤ � ¤ ¡� g¥Gª¯­ ¤ ®1¬ ¤ £ . L’unicité du restedansla division euclidiennede ��¤ � ¤ ¡ par ¥ implique

que �C {£ , cequ’il fallait démontrer. On obtiendraitdemêmel’associativité de ° et la distributivitéde ° sur � dans��� à



partir desmêmespropriét́espour ¤ et ± dans² .)

4. Ona: I�& �d³µ´·¶¸ et Ph& � N �\³µ´·¶¹ , d’où
I
P &»º ##

³-¼¾½G¿ÁÀ¸ÃÂ À¹FÄ &xº ##
³µ´Å¶À«Æ et IRP�&M2 N �\³-¼Ç½G¿ÁÀ¸ � À¹UÄ &È2 N �\³HÉ«´·¶À«Æ .

Comme
I
P &

���;LÁN /� � � L &
�Á���;LÁN /t
U� � � � L�


� &
� � � N /��JL3�Á� � � � N /t


� & �y�[N /��JL3�Á�����[N /t
2
et I�P�& � � � N /<��LÊ� � � � N /t
 , on endéduitpar identificationdespartiesréellesde

I
P et IRP d’une

part,etdeleurspartiesimaginairesd’autrepart,que:

S-T.V�W� � &
N Ë � N �
2 et V�XZY[W� � &

N Ë � N �
2 ; SUT.V

]
W� � &

� N Ë � N �
2 et V�XZY

]
W� � &

N Ë � N �
2 , cesdeux

dernìeresrelationspouvantd’ailleurss’obtenirà partir desdeuxpremìeres,puisque
]
W� � & W � � W� � et

que S-T.V-� W � �cÌ9
�&�� VÁXÍY�Ì et V�XZYB� W � �JÌf
�&MSUT.V�Ì .

5. L’ équationa pour discriminant: ÎÏ&Ï�`/z��L�
 # �[2H�	2��M/dL�
�&Ð�b�h� Ë L . Il faut donccalculerles
deuxracinesÑz�;LaÒ de Î , qui sontdétermińeespar ��Ñz�JLaÒF
 # &Q�'�z� Ë L , d’où Ñ # ��Ò # &{Ó ³ �`Î:
Ô&g�'� ,Ñ # �7Ò # &�ÕÖÎ Õ�& N � # � Ë # &×�Ã* , avec ÑÔÒ�~!* , soit: Ñ # &×� et Ò # &)Ø , avec Ñ et Ò designescontraires.
On trouve Ñz�JL`Ò�&�����/\L ou ���y�J/\L , d’où lessolutionsdel’ équationen _ :
_ q & q# ��/��JL��M���;/\La
§&

� ��L et _ # & q# �`/��JLÙ�[�y�c/dL�
�&��y�
� L .

6. Puisque� # �g�<�M�b&!* ( � et � # étantdesracinescubiquesdel’unit édifférentesde � ), ona:
���y�1
 # ���Á���Ô
?���b&�� # �©�����C&M* et ���y� # 
 # ���Á��� # 
A���C&J�'�©� # ���b&!* , i.e. �y� et �y� # sontles
deuxracinesdel’ équation_ # �;_C���<&}* . Si on calculealors jp�Á���Ô
 et jp�Á��� # 
 , on obtient,compte
tenude � � &�� :
jp�Á���Ô
�&l�����y�1
 n�n �J���y�Ô
 %ao ���Á���Ô
 q	s �����y�1
 u �����y�Ô
 # ���"
 q	n�n�n &l�������{� # ����� ��� � # ���G
 q	n�n�n &���y� # 
 q	n�n�n &)��� #jp�Á��� # 
§&������y� # 
 n�n �Ú���y� # 
 %ao � �Á��� # 
 q	s � ���y� # 
 u � �Á��� # 
 # �v�G
 q	n�n�n &l�Á�������B�v�µ��� # ���B�v�G
 q	n�n�n &���y�1
 q	n�n�n &��y�
Or si la division euclidiennede j par m # ��mÛ�!� a pourresteÑtmÜ�cÒ (eneffet, m # �;mÛ�È� étant
dedegré2, le resteestdedegréauplus1), elle s’écrit: jk&��	m # �;mx���G
�Ý[�;Ñtm��JÒ , d’où :
�bÑ��<�JÒ�&Èj7���y�Ô
�&)��� #
�bÑ�� # �JÒ�&!j7���y� # 
§&i�y�
En faisantla différence,on obtient: Ñ��Í� # ���1
v&Þ�e�[� # , soit Ñ!& ��� , et en faisantla somme:
Ñ��Á�����©� # 
Ù� � Ò�&)��� # ��� , soit Ñz� � Ò�&i� , d’où Ò�&)� . Le restecherch́eestdonc ��mx�M� .


