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1. (2 points) Quelle est la nature de la série Z <\/n4 +2n+1—+vnt+ 2n> ?

n>0
2 b?
(utiliser I’identité : a — b = a 0 et comparer avec une série de Riemann)
a
1
2. (4 points) Montrer que la série converge (comparer avec une série de Rie-
(4 points) q Zn+1)(n+2> ge (comp
1 1/1 1 1 1 1
. Mont = |- - R — ; déduire 1
mann). Montrer que nin+1)(n+2) 2 (n n+1) 2 <n+1 n—|—2) en deduire ta

somme de la série en I’exprimant comme différence des sommes de deux séries.

3. (6 points) a/ Soit la fonction f: C~ {1} — C

621

i —

1—xz
On rappelle que la fonction exponentielle est développable en série entiere dans C tout entier et que

1 o ‘o s .
— = E x" pour |z| < 1; f est ainsi développable en série entiere pour |z| < 1. Soit E anx"
x

1= n>0 n>0
son développement : Vz € D(0,1), f(z) = Z a,x". On se propose de déterminer les (ay,)n>0-
n>0
a/ Montrer que pour |z| < 1, e** = Z A" — Z apr" !
n>0 n>0
b/ En dédui 2 = l,etVk > 1, 2
n eulrequezmx ao+z —anlx etque:ag =1, et ap — Qp_ l_k'
n>0 n>1
2k
¢/ En sommant les égalités obtenues pour £ = 1,2, ..., n, en déduire que : Vn > 0, a,, = o
k=0

4. (8 points + 4 points de bonus au b/(ii)) Soit [ définie, pour z € R , par: f(x) = / e~z dt
0
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(f est donc la primitive de e~z qui s’annule en z = 0).
z2
2

a/ Développer en série entiere e~ 2 et en déduire par intégration le développement en série entiere de
f(z). Quel est le rayon de convergence de cette série entiere ?

1 2 2
b/ On se propose de calculer une valeur approchée a 1073 pres de f (5) = / e 2dt.

(1) Exprimer ce nombre comme somme d’une série a I’aide du a/ et montrer qu’il s’agit d’une série

alternée, i.e. de la forme Z(—l)”un, avec (un)n>o positive et décroissante.
n>0
(i1) On pourra admettre (mais c’est facile a démontrer, et il y a 4 points de bonus pour une démonstration
correcte de ce résultat élémentaire) que le reste a I’ordre p d’une série alternée Z(—l)"un est
n>0

inférieur en valeur absolue a la valeur absolue du premier terme négligé, soit w1, ¢’est-a-dire :
oo

Z(_l)nun

p+1
Montrer que le reste d’ordre 1 (i.e. la somme de 2 a +00) de la série trouvée en (i) est inférieur a

(un)n>0 positive décroissante = < Upi.

1 2 2
1073, et en déduire une valeur approchée 2 1073 pres de f (§> = / e~ 2 dt.
0



