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1. (4 points) Nature des séries : a/ Z (1 —e n) In (1 + ) b/ Zn e "

n>1 n>0

—n

2. (6 points) On se propose de calculer la somme de la série Z n?e
n>0

, et pour cela on considere la

série de fonctions f(z Z e " : montrer qu’elle converge normalement sur tout intervalle [a, +00],
n>0

avec a > 0, et qu’elle est deux fois dérivable sur [a, +o00] (justifier les calculs a I’aide des théoremes du

cours). Calculer f(x), f'(x) etf”(x). En déduire la valeur de Z n?e "

n>0

NE]
3. (4 points) Exprimer Z (=1) (ot [g} désigne la partie entiere de g i.e. le plus grand entier
n
n>1
—1)k —1)k —1 (5]
inférieur ou égal a g) a ’aide de Z % et de Z 2(]€—>2 Montrer que la série Z % con-

n>1

K 1 e 1
verge et calculer sa somme (on rappelle que pour a > 0,b > 0, Z —I——)b / T dt).
a+n 0

—nx2

4. (4 points) Montrer que la série de fonctions Z e
n>0
calculer sa somme S(x). Montrer que S est dérivable sur R, calculer S’(z) et en déduire la somme de la

série g n2te 2",

est normalement convergente sur R et

. . ) Arctannzx
5. (6 points) Montrer que la série de fonctions f(z) = Z — 7 est normalement convergente sur
n>1
R et que sa somme est impaire. Montrer qu’elle est continliment dérivable sur toute partie de R de la
forme {|z| > a} (ot @ > 0). Que dire de f'(z) lorsque x — 0 ? Montrer que f”(x) existe sur toute
partie de la forme {|z| > a} de R, que f est convexe sur R* et concave sur R* . Tracer sommairement
le graphe de f sur R.
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1 1 1 1 1
1. a/ Lorsque n — +o0, 1 —en A~ —etln <1+—> ~ — donc (1—6_%>1H <1—i——> — et
n n

n n n?
_1 1

donc E 1—e ™ »)In(14 — ) converge.

n>1 n

2, ,—n—1

. o : n+1)% 1 L. -

b/ Ici, le critere de d’Alembert donne : lim % = — < 1, donc la série E nle™"
n—s oo nZe " e
n>0
converge.
— — — n sz 2. . 7z yR]
2. Pourz > a > 0,e ™ < e = (e “) , terme général d’une série géométrique convergente,
donc la série de fonctions f(z) = g e~ """ converge normalement sur tout intervalle [a, +o0l, si a > 0.
n>0

La somme [ de la série, qui est pour tout x une série géométrique, se calcule sans peine :

- e’ - s - s s
E e = 1 = =1 La série des dérivées — g ne " et la série des dérivées secondes
n>0 n>0

—na —na

E n*e”™" convergent aussi normalement sur [a, +oo[, puisque ne” " < ne " et n?e” "™ < n’e

n>0
(TL + 1)6—(n+1)a B (TL + 1)2 —(n+1)a B .
et que pour n — 400, — e "< let — e % < 1 (critere de

e~ na 2o~ N4

d’Alembert). Donc, la série des derlvees et la série des dérivées secondes convergeant uniformément sur
la, +o0l, avec a > 0, f est 2 fois dérivable sur R* (a > 0 pouvant étre choisi aussi proche de 0 que I’on

veut, la convergence a en fait lieu sur R*), et Vo € R*, f'(x Z ne " et f(x Z ne ",
n>0 n>0
On calcule f'(x) et f”(x) en dérivant (pour x > 0) la fonction f : z — ¢ 7 fl(x) = —(6—1)2 et
€$ I 627 —

o) = oo Y = 1) =

(ex mrd (6 — 1)3
B ny (— % (_1)k
3. Pourn =2kou2k+1,0ona [5] =k, donc; ZO ; ok

(—1)k (—1)k /1 1 /1 t 1 pq1 w1
;02]44_1 kz>o2k+2 0 1+ ¢2 0 1+¢2 [ rctan ]0 2[n( + )}0 1 2n

2

4. Une étude des variations de la fonction  — z%e~* montre qu’elle est paire et que sur R, sa

2

dérivée x +— 22(1 — 2%)e™™ est positive entre 0 et 1, négative pour x > 1, avec un maximum égal a —
e

— 2 — 7 7 p o 7z 7 .
enx = 1,donc Vx € R, 22"e ™" < ¢ ", terme général d’une série géométrique convergente. Donc la

‘s na? _ 1
série 5 2*"e” " converge normalement sur R et sa somme est S(r) = E (xZe * ) =
n>0 n>0 1 —a%e

n—1
A . ~ 7 . 7 . 7 _ 2 _ 2
De méme on pelit maitorer terme 3 terme 1a <érie dee dérivéeg ; V(1 2T, (T2P x \



n 1
= E 20(1—22)e " (n+ 1) (:1:26_3”2> : d’une part z2¢~*" est borné sur R par —, d’autre part Vz € R,
e
n>0

122] < 1+ 2% (puisque (1 — |z[)? > 0) et |1 — 2?| < 1 + 22, donc [22(1 — z%)] < (1 + 2?)? et donc

22(1 — 22)e ™| < (1+22)2%e ™ = e 4222 4ate™ = e 2% +4

2 4 2 2\ "
<1+-+ - = M, doncVr € R, [22(1 — 2)’x(n—i—1)< "”) | < M(n+ 1)e™", terme

6
général d une série convergente (critere de d’ Alembert, par exemple), donc comme la série des dérivées

2 9 n—1
E 2x(1 — x? Je "' n (x2e r ) est normalement convergente, S est dérivable terme a terme sur R,
n>0

2(1 — 22 n
ie. S'(x) est égale a la somme de la série des dérivées : S'(x) = =) E n <x2e’9”2> , et en
x
n>0

1 )/ ~ 2z(1— 2?)e~ "

1 — 22e~° (1— $26712)2 ‘
_ T 2¢(1 — 22)e ™ 272
eva 2(1—a22) \ (1 = g2e—?)?

faisant 2 = \/2, on obtient, puisque par ailleurs S'(z) = (

Z n2"e " = 2<1+3:2)S’ (x)

n>0

Arct
5. Vo € R, |Arctanz| < T donc [Arctan nal < ,
2 n? 2n?

donc cette série de fonctions est normalement convergente sur R, et sa somme est impaire comme
chacun des ses termes. Sur toute partie de R de la forme {|z| > a}, ot a > 0, la série des dérivées
1 1 1 1
— < ——— < = est normalement convergente, et donc existe
Z <1+n2x2)—z (1+n2 2)—a2;n3 g f<>
n

pour tout © # 0. Mais cette majoration ne tient plus en O (i.e. si on ne suppose plus |z| > a > 0) :

N 1 N

1
mlin0 2 m Z devient aussi grand qu’on veut pour N — 400, i.e. hm f(z) =400

: le graphe de f admet en 0 une tangente verticale (a la différence de x +— Arctanz, qui a en 0 une
tangente de pente 1).

terme general d’une série convergente,

2
La série des dérivées secondes et converge aussi normalement sur toute partie de la forme
(14 n2x2)? g P
n>1
2n|x
{lz| > a} de R (o a > 0), puisque 1 + n?z? — 2n|z| = (1 — n|z|)> > 0, donc T |2| 5 < let
n?x

2n|z| < 1 1
(1+n222)2 = 1+n222 =~ 1+n2a2 ~ a®n?’
x <0, f"(z) < 0pour z > 0 (comme chacun des termes de la somme). Il en résulte que f est convexe
(i.e. le graphe de f tourne sa concavité vers le haut) pour = < 0, et concave (i.e. le graphe de f tourne sa
concavité vers le bas) pour x > 0. Le tracé (approximatif) du graphe de f ne présente pas de difficulté

: fonction impaire, donc symétrie par rapport a 1’origine, ou la courbe admet une tangente verticale,

.y . . T 1
convexité sur R_ et concavité sur R, asymptotes horizontales y = iE E — pour x — +00 (en
n

n>1

donc f"(x) existe pour tout = # 0, et f”(x) > 0 pour

effet, par continuité de f, le passage a la limite pour + — +o0 a I’'intérieur du signe Z est justifié).
Pour préciser des valeurs numériques pour le tracé, on peut calculer (a la calculatrice programmable ou

™ 1 1
a ’ordi D= — =~ 2. — | =112, f(1) =~ 1. 2) =2, f(4)=23,...
a I’ordinateur) 22n2 7etf(2) . f(1) 6, f(2)~2, f(4) 3,

n>1



